Simultane nicht-
kreuzende Quantil-
regression fur die
Risikomodellierung:

ein Optimierungsansatz

von Philipp Wolters

& _Verfahren zur Risikomessung erleben in den letzten Jahren eine-starke Wei-
terentwicklung. Mit gestiegenen Rechenkapazitditen, der Moglichkeit der Aus-
lagerung von Berechnungen in Clouds-und die fortschreitende erfolgreiche An-
wendung von Techniken aus dem Bereich der kiinstlichen Intelligenz wird es
stiickweise moglich, granularere und exaktere Berechnungen zur Risikoabschdit-
zung, insbesondere unter unterschiedlichen Randbedingungen, durchzufiihren.
Bei der Modellierung von Risiken ist es notwendig Risikoverteilungen zu unterstel-
len. Diese konnen aus empirischen Marktdaten sowie simulierten Daten herge-
leitet werden. Hdiufig werden diese Verteilungen fiir einen bestimmten Zeitraum
als konstant angenommen oder es werden simple, beispielsweise eindimensionale
lineare Abhdingigkeiten bzgl. beeinflussender Hyperparameter unterstellt. Mithilfe
der Quantilregression kénnen einzelne Quantile von hyperparameterabhdngigen
Verteilungen geschdtzt werden [1]. Wird niun nicht nur eine einzelne Quantilfunk-
tion, sondern mehrere Quantilfunktionen zur Herleitung einer empirischen Ver-
teilung in Abhéingigkeit von multizdimensionalen Hyperparametern geschditzt,
ergeben sich weitere Herausforderungen. Diese Funktionen kénnen wiederum
dazu verwendet werden empirische Verteilungen zu schéitzen, die nichtlinear von
multivariaten erkléirenden Variablen abhdngen und bieten somit einen grofSen

Vorteil gegeniiber simpleren-Abhdingigkeiten.

402 DAV Journal 02/2025



n diesem Artikel wird ein Ansatz vorgestellt, der flir die

multiple simultane nicht-kreuzende Quantilregression

multivariate erklarende Variablen in ein generelles Fra-
mework einer Funktionsklasse einbettet. Diese Funktions-
klasse stellt hier die Klasse der Linearkombination von im
Allgemeinen beliebigen Basisfunktionen dar. Anschlie3end
wird ein visuelles Beispiel unter Verwendung einer Poly-
nombasis vorgestellt.

Die funktionale Herleitung und Beschreibung von beding-
ten empirischen Verteilungen ist insbesondere im Kontext
von internen Risikomodellen, wie in [2] [4] [5], unter veran-
derten Marktbedingungen, interessant, da diese spezielle
parameterabhangige Randverteilungen von einzelnen
Risikofaktoren des Risikomodells auf effektive Weise defi-
nieren und schnell ausgewertet werden kénnen. Damit ist
insbesondere die Moglichkeit gegeben, bedingte Solvenz-
kapitalanforderungen unter beispielsweise Solvency Il zu
berechnen, ohne eine neue Kalibrierung der angenomme-
nen Verteilungen erstellen zu missen.

Zusammenfassung

Der Artikel stellt einen Ansatz vor, wie die konsistente
Schatzung von bedingten empirischen Verteilungen unter
Berucksichtigung von nichtlinearen multi-dimensiona-

len Abhangigkeiten erfolgen kann. Im Detail wird fur die
Schatzung der Verteilung ein Ansatz der simultanen sich
nicht-kreuzenden Quantilregression mehrerer Quantile
vorgestellt, der gewahrleistet, dass hohere Quantile auch
hohere Werte erhalten und damit die Konsistenz der Schét-
zung sicherstellen.

Im ersten Schritt wird das allgemeine Optimierungs-
problem der einzelnen Quantilregressionen definiert und
anschlieBend deren Transformation in ein lineares Opti-
mierungsproblem dargestellt. Dieses Problem kann dann
mithilfe des Simplex-Algorithmus fiir lineare Probleme
gelost werden. Anschlie3end wird eine beliebige, aber
feste Anzahl von Quantilregressionen zu unterschiedlichen
Quantilen kombiniert und zu einem neuen System zusam-
mengefasst, in dem die Zielfunktion und die Nebenbedin-
gungen erweitert werden. Weiterhin werden neue Unglei-
chungsnebenbedingungen definiert, die dabei gerade die
Bedingung der einzelnen Funktionen, sich nicht zu kreuzen,
berlcksichtigen. Damit wird die Konsistenz der Quantil-
schatzungen sichergestellt und ein neues zu lésendes
Optimierungsproblem hergeleitet, das weiterhin mit dem
Simplex-Algorithmus geldst werden kann.

Generelle Problemstellung

Seien n Punktpaare (x;, y;), x; € R, y; e R,i € {1, ...,n}
gegeben und y eine Zufallsvariable, die von dem Hyperpa-
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rameterset x abhangt. Gesucht seien dann S Funktionen,
die spezielle Quantile von y in Abhangigkeit von x be-
schreiben.

Nutzung einer Linearkombination von Basisfunktionen
zur Beschreibung hyperparameterabhéangiger Quan-
tilsfunktionen

In dem hier vorgestellten Ansatz sollen die folgenden allge-

meinen Annahmen an die Regressionsfunktionen getroffen

werden:

+ Die Losung soll sich als Linearkombination einer ge-
eigneten Funktionsbasis {fir i fic} darstellen lassen
(beispielsweise Monome einer Polynombasis).

« Fir jede Quantilregression P sind die Koeffizienten
BF, -, BP0 schatzen.

1 k f zu schatze

Fur das parameterabhéngige Quantil T, werden also L6-
sungen der folgenden Gestalt gesucht:

(FD) fP00) = [P 00, . L7 0] [P, ...,ﬁ,ﬁ’”]r
mit f(P); RM - R und

fPLRM S R,i € (L, k), x = [x®,..., xD] € RM

Generelles Optimierungsproblem der einfachen
Quantilregression

Nach [3] ist das folgende Optimierungsproblem zu l6sen,
um die Quantilregression bzgl. des Quantils T, zu schat-
zen, wobei Uber die gesuchte Funktion f(p) optimiert wird:

M i

7, Z Y- P + (1-1,) Z = FP )

L i
Vi~ P (x;) Vi~ P (x;)
20 <0

Anschauliche Visualisierung und Erlduterung zu Optimie-
rungsproblem (1), siehe Abb. 1.

Kurze Erlauterung zu Optimierungsproblem (1)

Es werden zwei Summen gebildet. Jeder Summand stellt
die absolute Abweichung eines gegebenen Punktes zur
Regressionsfunktion dar. Die erste Summe wird mit dem
Konfidenzniveau Tp gewichtet und enthalt alle Punkte, die
sich oberhalb oder gleich der gesuchten Regressions-
funktion befinden (ausgedriickt durch die Bedingung:

y; — f®(x;) = 0. Die zweite Summe wird mit dem Konfi-
denzniveau (1 — 7,) gewichtet und enthélt alle Punkte, die
sich unterhalb der gesuchten Regressionsfunktion befinden
(ausgedriickt durch die Bedingung: y; — f® (x;) < 0).
Wird 7, :== 0,5 gesetzt, fallen beide Summen zusammen
und man erhalt den Median.
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Abb.1

Original Punkte

Visualisierung der Skalierung der Abstande zwischen Punkten und gesuchter Funktion zur Bestimmung der Quantilregression zum
Konfidenzniveau 80 %

Skaliert mit
Skaliert mit 80%=1
80%=1 Skaliert mit
Skaliert mit 20%=(1-1)
| 20%=(1-17)

Abstande skaliert
mit 7 und (1-7)
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Skaliert mit \
20%=(1-1)

l/ / %ﬁon aus
I Ir Quantilregression

In dem hier betrachteten Fall mit £ P)(.) der Gestalt wie in (F1), stellen S die
Optimierungsparameter dar und es ergibt sich folglich das Optimierungsproblem

@ min T, Y =XPEPL + (A-7) ) Iy-XPpP)

xP @)

L i
yi—xPp® yi—xPp®
=0 <0

mit folgender Definition der Matrizen

Xl(p) fl(p) (xl) . fk(p) (xl)
X®: = P = € R™X,

Xr(Lp) 1(17) (xn) . k(l’) (xn)

Die Zuordnung der Summanden in (1) hangt von der Losung ﬁ(p) selbst ab,
weshalb es glinstig ist das Problem in die folgende lineare Gestalt zu transfor-

mieren:

©) min c®" 2@ mit den Nebenbedingungen
zZ

A(p)z(p) — y und
z® >0

wobei

c®T. = [z, x ones(1,n), (1 —1,) x ones(1,n),
zeros(1, k), zeros(1,k)] € RV2n+2k

A®): = [I,,—1I,, XP), —X®)] ¢ Rrv2n+2k

@7, = [, v, (ﬁ(p)J')T’(ﬁ(p)_)T]T € RL2n+2k

DAV Journal 02/2025



Dabei stellen [3(”): und ﬁ(p); den Absolutbetrag der Positiv- und Negativ-
anteile von B,Ep) dar. Hier wurde die Notation verwendet, dass ones (1, n) die
Einheitsmatrix der GréBe (1 x n) und zeros(1, k) die Nullmatrix der GréBe
(1 x k) darstellt, d.h., die Lésung der Koeffizienten B,ff’) ist Teil des Losungs-

vektors z(®) und ergibt sich als:

+ -
B = BW, — @

Konsistenzbedingung: Motivation zur Herleitung der simultanen nicht-
kreuzenden Quantilregression

Sei die parameterabhangige Schatzung von zwei Quantilen @, , @, zu zwei
Konfidenzniveaus 7, und 7, und zu den Hyperparametern x € RM gesucht, mit
T, = Ty

Dann muss offensichtlich gelten:
@) Qf, (x) = Q,(x) firalle gliltigen Hyperparameter x.

Fuhrt man jedoch zwei unabhangige Quantilregressionen durch, ist im Allge-
meinen nicht sichergestellt, dass die Konsistenzbedingung (4) erfullt wird. Die
Bedingung kann insbesondere schnell verletzt werden, ohne dass dies schnell
ersichtlich ist, wenn es sich bei der Losung um multi-dimensionale und nicht-
lineare Funktionen bzgl. x handelt.

Umschreiben der Konsistenzbedingung (4) mithilfe der verwendeten
Basisfunktionen

Seien die Schatzer flr @, (.) und Q, (.) durch Funktionen der Form (F1) ge-
sucht. Dann kann die Bedingung

Q, (x) = Q,(x) firalle giltigen Hyperparameter x
durch

[P, fO@] [ 8] 2 [P, @) [P, 2]
und damit durch
@)XW > x@pE@)

ersetzt werden. Somit ist die Ungleichheitsbedingung (4) auf den gegebenen
Punkten sichergestellt.

Entsprechend der vorherigen Definitionen kann (4.1) dann als

(1)

@
@ _y@n|B
o, —x) [ .

>0 o [XWBW _x@p®@) [z ] >0
Z

mit B®) := [0.0, Ir(lp), —I,(lp)] geschrieben werden, da dann @ = B®) z®) fyr
p € {1,2}. Dabei sei I,(lp) die Identitdtsmatrix der Dimension n.
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Simultane nicht-kreuzende Quantilregressionen fiir eine beliebige Anzahl
S von Quantilen

Sei S € N, § > 1 eine beliebige, aber feste Anzahl von Quantilregressionen zu
unterschiedlichen Konfidenzniveaus {7y, ..., Tg} mMit T; = T, = = Tg_1 = Ts.
Damit ergibt sich das Optimierungsproblem (5):

T
(5) m(llgl c® 7 m(lgl ¢®7 26 mit den Nebenbedingungen
z z

AW =y A9 =
[Z(l)T, ...,Z(S)T] >0,

XWpW, _x@p@)] [223] >0, .., XE-DBE-D, _x©p©)] [Z(S'l)] >
Z

7(

Das Optimierungsproblem (5) ist noch nicht in der entsprechenden Form, um
den Simplex-Algorithmus anwenden zu kdnnen. Allerdings kann es leicht in die
entsprechende Form gebracht werden.

T T T T
Daz®", ..,z >0sowiec® ..., ¢ >0, kdnnen die separaten
Minimierungen aus (5) zu dem gemeinsamen Optimierungsproblem

AS)
(6) min [ (1) c® ]I l mit den Nebenbedingungen
Zz(1)
[ 2
29
A0 .. ) [Z(l)l [yl
0o . a0l Ly

[Z(l)T, ...,Z(S)T 17=0

-,
7(2)
XWBpW) _x@Hp@ ... 0 ]
6.1) : : . =0
0 vo XE-DRE-1 _y©RE) )
PACEY)
L 7(S)

2D . 29 g Rtk [2(1)T' _"‘Z(S)T |7 € RS@n+2k)
transformiert werden. Dieses Optimierungsproblem (6) besitzt nun wieder
die Standardform, um es mit dem Simplex-Algorithmus zu I6sen und aus der
Losung [z, ..., 2" |7 kénnen die Koeffizienten 8P jeder Regressionsfunk-
tion p gebildet werden:

B®:.= BWz® firp € {1, ..., 5}

mit B® := (0,0, 1, ~ 1],

Damit ist das gewlnschte Ziel erreicht.
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Weitere Anmerkungen zu Vereinfachungen,
Performance und Abdeckung des Fittingraumes:

Um eine geeignete Wahl an Basisfunktionen zu finden, ist
es beispielsweise moglich einen adaptiven Forward-Algo-
rithmus fur Polynome zu verwenden. Dann muss in jedem
Schritt des Algorithmus das Optimierungsproblem (6) ge-
|6st werden.

Werden flr alle Quantilregressionen die gleichen Basis-
funktionen verwendet, gilt

AD = 4@ = ... = 461D = A(S),
XO = x@ = ... = x6-1 = ¥ yng
BMW = B@ — ... = p(s-1) = (),

In der Ungleichung (6.1) kann es, ggf. aus Grinden der Lauf-
zeit, sowie des Speicherbedarfs, sinnvoll sein, die Daten-

menge, auf denen die gekoppelte Nebenbedingung wirkt, zu

verringern. Dies kann einfach erreicht

Einfache Beispieldaten zur Visualisierung

In dem folgenden einfachen zweidimensionalen Beispiel
soll der Unterschied zwischen unabhangig durchgeflihrten
Quantilregressionen und dem Ansatz der simultanen nicht-
kreuzenden Quantilregressionen verdeutlicht werden.

Gegeben seien 200 Punkte (x;,y;) € R% (Xy)ieq,..,200)
sei standardnormalverteilt erzeugt.

Die (Yi)ie{l,...,zoo} seien durch die Funktionsvorschrift
x 3
y(x) *v*(13 a

erzeugt. Dabei sei b ~ Ber(0,5) eine Bernoulli-verteilte
Zufallsvariable, die die Werte -1 und 1 mit jeweils 50 %
Wahrscheinlichkeit annimmt sowie a und v jeweils eine
standardnormalverteilte Zufallsvariable. Alle verwendeten
Zufallsvariablen seien unabhangig.

. . . Abb.2 Beispieldaten
benbedingung (6.1) reduziert wird und

beispielsweise Zeilen der Ungleichung
gestrichen werden. Allerdings besteht
dann weiterhin die Gefahr, dass der
Fittingraum keine gleichmafige Ver-
teilung der erklarenden Parameter
aufweist und es zu groBeren Llcken
im Fittingraum kommt. Eine Alternative,
um dieses Problem zu verringern, ware

yi

eine ausreichend hohe aber mdglichst
kleine Anzahl von Punkten innerhalb
des Fittingraumes zu erzeugen, auf
denen die Ungleichungsnebenbedin-
gung erfullt werden soll. Hier bdte sich
an eine Niederdiskrepanzfolge (bei-
spielsweise Sobol-Sequenz) zu ver-
wenden, um den Raum mit moglichst
wenig Punkten gleichmaBig auszufllen.

Damit wiirde die Matrix X ® in der Nebenbedingung (6.1)
durch

&) ® ®
) le flp (xfed) fkp (x{ed)
X® .= .. |=
& () ») (»)
Xﬁp flp (X%Ed) fkp (xged)
ersetzt werden, wobei {x]¢%, x7¢%, x5¢4, ..., x,ff_‘i, xrtfd}

die 1 < n Punkte der Niederdiskrepanzfolge darstellten.
Damit hatte die Matrix der Nebenbedingungen in (6.1) nur
noch (s * 1) anstatt (s * n) Zeilen wobei gleichzeitig eine
gleichmaBigere Abdeckung des Raumes sichergestellt
werden kdnnte.

- Fachartikel

200 erzeugte Punkte (xi, yi)
12

10

8

Xi

Nach Konstruktion ist x also um die Null dichter verteilt und
y streut bei zunehmendem Wert | x| starker entlang der y-
Achse in die positive sowie negative Halbebene.

Die hier verwendeten generierten Punkte sehen in einem
Koordinatensystem wie in Abb. 2 dargestellt aus.

Nun wurden einerseits unabhangige und andererseits
simultane nicht-kreuzende Quantilregressionen fur die
Quantile 99 %, 98 %, 97 %, 96 %, 95 %, 90 %, 80 %, 70
%, 60 %, 50 %, 40 %, 30 %, 20 %, 10 %, 5 %, 4 %, 3 %,
2 % und 1% durchgeflhrt.

Zur Vereinfachung werden hier nur Quantilregressionen ba-
sierend auf Polynomen mit Grad 3 gezeigt, da auch die ver-
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von Eigenmitteln in risikoneutralen Sze-

Abb. 3 Beispieldaten mit unabhéngig durchgefiihrten Quantilregressionen, Grad 3 . .
narien bzgl. bestimmter Hyperparameter,

Unabhingige Quantilregressionen im Kontext eines Least-Squares-Monte-
Carlo(LSMC)-Ansatzes [6] zu bestimmen.
Einen anderen Anwendungsbereich

stellt das Backtesting von verwendeten
Risikoverteilungen mit Verteilungen aus
der simultanen nicht-kreuzenden Quantil-
regression, basierend auf empirischen
Marktdaten, dar. Der Anwendungsbreite
sind im Allgemeinen keine Grenzen ge-

25

20

15

10

setzt.

Fazit und Ausblick

Es existieren verschiedene Ansatze zur
Erzeugung von sich nicht-kreuzenden
Quantilregressionen, wobei bisher insbe-
sondere Kernel-Regressionen und Neuro-
nale Netze betrachtet wurden [7]. Die

-10

-15

X

] %-QuUanti| se—2%-Quantil =s—3%-Quantil e—49%-Ouanti| s5%-Quantil

= 10%-Quant il s 2 0%-Quant il s 30%-Quant il s40%-Quantil s—50%-Quantil

e— 0%-QUaNt || s—7 0%-Quant il == 80%-Quantil ===—90%-Quantil 95%-Quantil
e 9696-QUANTl mem 97%- QN e 9B%- QAN mmmm 99%-Quiat generelle Eigenschaft, dass die Quantilre-
gressionen sich nicht kreuzen, verbessert
wendeten Punkten mit einer Funktion des Grades 3 bzgl. die Interpretierbarkeit und praktische Anwendbarkeit der
x erzeugt wurden. Bei den simultanen nicht-kreuzenden Regressionsergebnisse sowie deren Stabilitat. Polynome
Quantilregressionen wurde fiir die Nebenbedingung eine besitzen die Eigenschaft, relativ leicht darstellbar, leicht
Sobol-Sequenz mit i: = 50 Realisationen verwendet. verstandlich und glatt zu sein. Damit stellt das hier gezeigte
Verfahren flr multivariate Polynome eine Erweiterung der
In Abbildung 3 ist schnell zu erkennen, dass sich die herge- methodischen Ansétze bisheriger Verfahren dar. Es ist
leiteten Quantilfunktionen an diversen Stellen kreuzen, hin- denkbar, dass zur weiteren Steigerung der Rechenge-

gegen dies bei den simultanen nicht-kreuzenden Quantilfun-  schwindigkeit bei groBen Datenmengen Algorithmen &hn-
ktionen in Abbildung 4 nicht der Fall ist. lich wie [8] Anwendung finden kénnten. &

Mogliche Anwendungsgebiete

Die moglichen Anwendungsgebiete der Abb. 4 Beispieldaten mit simultanen nicht-kreuzenden Quantilregressionen, Grad 3
simultanen nicht-kreuzenden Quantil-
regression sind so vielfaltig, wie die der
einfachen Quantilregression oder auch

Simultane nicht-kreuzende Quantilregressionen
20

der einfachen Berechnung von Quantilen. 15
Weiterhin hat die simultane nicht-kreu-
zende Quantilregression einen stabilisie- 10

renden Einfluss auf die Regressionsfunk-
tionen, sodass selbst bei Interesse an
nur einer Quantilfunktion zu Uberlegen ist,
die simultane nicht-kreuzenden Quantil-
regression durchzuflihren. So kénnen mit- 5
hilfe dieser, parameterabhangige empiri-
sche Verteilungen geschatzt werden, die
beispielsweise zur Risikoberechnung von

-10

-15
internen Modellen unter Solvency Il wie in X

[4] [5], verwendet werden kdnnen.

o 1 %-QUANT | e—2%-Quanti| s 3%-Quantil e—3%-Ouantil ss5%-Quantil
= 10%-Quantil s 2 0%-QuUant | s—30%-Quant il s40%-Quantil ss—500%-Quantil
Weiterhin eignet sich das Verfahren, um — 0% QUaN | = 70%-QuaNE | = 80%-QuaNLl == 90%- Quiantil 95%-Quantil

Verteilungseigenschaften beispielsweise = 96%-Quantil === 97%-Quantil 98%-Quantil s 99%-Quantil
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