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1 Grundlagen aktuarieller Kalkulation

1.1 Grundlegende Eigenschaften von Vertragen

Kerninhalte

e Definition von Versicherung
Beispiele versicherbarer Risiken aus verschiedenen Sparten

Leistung und Deckung von Versicherungsvertragen

Versicherungsdauer
e weitere kalkulationsrelevante Merkmale von Versicherungsvertragen
e Beispiele typischer Vertrage und deren Merkmale in einzelnen Sparten

Ein Versicherungsvertrag' ermdglicht einen Risikotransfer vom Kunden als Versiche-
rungsnehmer auf ein Versicherungsunternehmen. Das Motiv des Versicherungsnehmers
liegt in der Absicherung der finanziellen Folgen des Eintritts bestimmter (negativer) Ereig-
nisse. Versicherung lisst sich hierbei definieren? als Deckung eines im Einzelnen unge-
wissen, insgesamt schatzbaren Mittelbedarfs unter Nutzung von Ausgleichsmechanismen
im Kollektiv (vgl. Abschnitt 1.3.1). Je nach Versicherungssparte und -produkt handelt es
sich um Versicherungsschutz vor sehr unterschiedlichen Risiken, die beispielsweise die ei-
gene oder andere Personen sowie Sachobjekte im Eigen- oder Fremdbesitz betreffen kon-
nen. Die groBe Bandbreite relevanter Risiken erstreckt sich von Tod, Invaliditat, Krankheit,
Pflegebedurftigkeit und Langlebigkeit Gber Unfalle (z. B. im Strallenverkehr oder Haushalt),
Haftungsrisiken, Naturgefahren wie Sturm, Hagel, Erdbeben und Uberschwemmungen, Feu-
ergefahren, Kriminalitatsdelikte, Rechtsstreitigkeiten bis hin zu neuartigen Risiken wie z. B.
Cyber-Angriffen. Der Begriff der Ungewissheit in 0. g. Definition kann sich hierbei auf das
zufallsbedingte Eintreten und/oder den Eintrittszeitpunkt und/oder die Héhe des aus dem
Eintritt des versicherten Ereignisses resultierenden Mittelbedarfs beziehen. Zudem besitzt
die quantitative Bewertbarkeit der betrachteten Risiken mittels aktuarieller Modelle grof3e
Bedeutung, d. h. die versicherbaren bzw. versicherten Risiken sollten (idealerweise) mone-
tar quantifizierbar und das jeweils erforderliche Volumen zumindest im statistischen Mittel
bestimmbar sein.

In anderen Worten stellen Versicherungsvertrage im juristischen Sinne Rechtsgeschafte mit
bedingten Leistungsverpflichtungen gegen Zahlung einer Pramie dar. Fir die Kalkulation
von Pramien und teilweise auch von Rickstellungen (vgl. Abschnitt 1.2) ist es zunachst
erforderlich die folgenden zentralen Bestandteile eines Versicherungsvertrages eindeutig
festzulegen:

e den Versicherungsfall als das die Leistung auslésende versicherte Ereignis
e die Hohe der (Versicherungs-)Leistung
e die Art der (Versicherungs-)Leistung

Dabei fallt unter die Spezifizierung des Versicherungsfalls auch die Benennung der ver-
sicherten Gefahren in zahlreichen Zweigen® der Schadenversicherung. Zur objektiven
Festlegung der Hohe der Versicherungsleistung greifen je nach Versicherungssparte und -
zweig unterschiedlich komplexe Regelwerke. In den einfachsten Fallen - z. B. in der Risikole-
bensversicherung - wird bei Eintritt des Versicherungsfalls die vereinbarte Versicherungs-
summe (kurz: VS) fallig, wahrend in komplizierteren Fallen eine aufwandige Bewertung der
Situation vor und nach Eintritt des Versicherungsfalls erforderlich wird. Zusatzlich kann die

1Im Folgenden wird lediglich von Versicherungsvertragen gesprochen. Darunter werden hier auch Zusagen der
betrieblichen Altersversorgung (kurz bAV) verstanden. Dies gilt sinngemaR auch fur alle weiteren Begriffe, die
den Ausdruck Versicherung enthalten.

2Definition nach Farny.

3In der Praxis wird hier oft der Begriff Sparte synonym verwendet.



Bemessung der Versicherungsleistung auch von bestimmten Deckungssummen (maxi-
male Hohe der Entschadigung) abhangig sein (z. B. in vielen Zweigen der Schadenversi-
cherung). Die Art der versicherten Leistung besteht in der Regel aus Geldleistungen, wel-
che entweder als einmalige oder wiederkehrende Zahlungen (z. B. Renten) erfolgen.
In selteneren Fallen gibt es auch Sachleistungen (z. B. in der Glasversicherung) oder Ser-
viceleistungen (Assistanceversicherung). Inhaltlich lassen sich zudem Entschadigungs- und
Vorsorgeleistungen unterscheiden.

Ein weiterer wichtiger Vertragsbestandteil ist die Versicherungsdauer, d. h. im Allgemei-
nen der Zeitraum fur den Versicherungsschutz besteht*. Hinzu kommt noch der Begriff der
Leistungsdauer, welcher in der Lebensversicherung (z. B. bei einer Berufsunfahigkeitsver-
sicherung) auch langer als die Versicherungsdauer sein kann. Prinzipiell kbnnen Vertrage in
solche mit kurzer (z. B. einjahriger) oder langer (z. B. mehrere Jahrzehnte) Laufzeit kategori-
siert werden. In diesem Zusammenhang fallt auch dem Ausgleich in der Zeit (vgl. Abschnitt
1.2) Bedeutung zu. Bei langerfristigen Vertragsverhaltnissen werden (potenzielle) zuklinf-
tige Zahlungen mit Hilfe sog. Barwerte zum Bewertungszeitpunkt vergleichbar gemacht
(vgl. Kapitel zur Personenversicherung dieses Leitfadens), wobei dem Zinsertrag hier ein
grofBeres Gewicht im Vergleich zu kurzen Policendauern zukommt. Auch bei der Bewertung
von Ruckstellungen kénnen die Versicherungs- und Leistungsdauer einflielen, z. B. bei ei-
ner Berufsunfahigkeitsversicherung vor Eintritt der BU. Kontextabhangig kénnen aber auch
andere Zeitdauern bei der Bemessung von Rickstellungen relevant sein. In der Schadenver-
sicherung spielt beispielsweise die Abwicklungsdauer von Schaden in Abhangigkeit von
Schadenart und Versicherungszweig eine wesentliche Rolle bei der Bewertung von Scha-
denreserven, wahrend die Versicherungsdauer hierbei unerheblich ist. Ebenso hangt die
Rickstellung bei Rentenversicherungen nach Beginn der Rentenzahlungen nicht mehr von
der Versicherungsdauer ab.

SchlieBlich werden noch weitere Vertragsdaten basierend auf Informationen zum Versi-
cherungsnehmer und/oder zum versicherten Risiko (z. B. versicherte Person oder versicher-
tes Objekt) verwendet, wobei auch deren Uberprifbarkeit einen relevanten Aspekt darstellt.
Je nach Versicherungssparte bzw. -zweig und Produkt flieBt in die Kalkulation eine unter-
schiedliche Anzahl teils sehr verschiedener Daten ein. Dazu zahlen unter anderem Angaben
zu Alter, Familienstand und ggf. Familienangehoérigen, Beruf, Wohnsitz, risikorelevanten Ver-
haltensweisen, Vorerkrankungen, vereinbarter Zahlweise, mdéglichen Selbstbehalten (kurz:
SB), Schadenvergangenheit, Fahrleistung sowie Wert, Art oder Beschaffenheit von Fahr-
zeugen, Gebauden oder Waren, installierte BrandschutzmaBnahmen oder Mitarbeiterzahl.
Andererseits gibt es auch Daten, die aufgrund gesetzlicher Bestimmungen flr die Kalkula-
tion nicht oder nicht mehr verwendet werden durfen, wie z. B. Herkunft oder Geschlecht
einer Person.

Der letzt genannte Aspekt bedingt sog. Unisex-Tarife, da bis auf wenige Ausnahmen (z. B.
bei Rickdeckungsversicherungen) aufgrund hdochstrichterlicher Rechtsprechung seit dem
21.12.2012 Beitrage und Leistungen unabhangig vom Geschlecht der versicherten Person
zu kalkulieren sind. Vor dem 21.12.2012 abgeschlossene Versicherungen bleiben mit ihren
geschlechtsabhangig kalkulierten Beitrdgen und Leistungen unverandert bestehen (sog.
Bisex-Tarife). Mit dieser Anforderung ist eine Annahme bezlglich des Anteils an Mannern
bzw. Frauen am Neuzugang eines Tarifs erforderlich, die als Mischungsverhaltnis in die Er-
stellung biometrischer Wahrscheinlichkeiten einflieBt. AuBRerdem sei zur Pramienzahlwei-
se noch angemerkt, dass trotz Kalkulation einer jahrlichen Pramie (vgl. u.a. Abschnitt 1.2)
in der Regel auch unterjahrige Pramienzahlungen (monatlich, quartarlich oder halbjahr-
lich) durch gewisse Adjustierungen madglich und tblich sind.

Exemplarisch zeigt Tabelle 1 flr ausgewahlte Versicherungsprodukte Gemeinsamkeiten und
Unterschiede zwischen den Sparten bzgl. kalkulationsrelevanter Merkmale von Vertragen.

Im Bereich der Personenversicherung (Lebensversicherung, Pensionsversicherung und
Krankenversicherung) kénnen verschiedene Ereignisse bezogen auf die versicherte Person
den Leistungsfall und damit die Zahlung von Versicherungsleistungen auslésen. Die H6he

4Hier im juristischen Sinne bezogen auf den materiellen Versicherungsbeginn.



| Sparte | Produkt Lstg.fall Lstg.h6he | Lstg.art | Lstg.dauer |
Leben Risikolebens- Tod VS + UB einmalige Versicherungs-
versicherung Zahlung dauer
Leben/ Renten- Erleben garantierte | wiederk. lebenslang
Pension versicherung Rente + UB | Zahlung
Pension unmittelbare Alter, Invali- | zuges. Leis- | wiederk. o. | bis  Zahlung
Pensionszusage | ditat, Tod tung einm. Zahl. | der Leistung
Kranken | Krankheitskosten-| Erkrankung Beh.kosten | einmalige Versicherungs-
vollversicherung (abzgl. SB) | Zahlung dauer
Komposit | Wohngebaude- Sturm Rep.kosten | einmalige Versicherungs-
versicherung (abzgl. SB) | Zahlung dauer
Komposit | Haftpflicht- Drittschaden | gedeckte einmalige Versicherungs-
versicherung Forderun- Zahlung dauer
gen

Tabelle 1: Beispiele typischer Vertrage verschiedener Sparten

der Leistung ist dabei in der Regel zu Vertragsbeginn fest vereinbart worden und garan-
tiert (Summenversicherung). Ausnahmen innerhalb der Personenversicherung bilden die
Krankenversicherung sowie Zusagen der betrieblichen Altersversorgung. In der Kranken-
versicherung orientiert sich die Versicherungsleistung in der Regel an den Kosten einer
medizinisch notwendigen Heilbehandlung bzw. in der betrieblichen Altersversorgung an
Parametern, die in der Zusage festgehalten sind. Exemplarisch sorgt ein Versicherungs-
nehmer mit einer klassischen aufgeschobenen Rentenversicherung finanziell firs Alter vor,
welche ab Erreichen des vertraglich festgelegten Renteneintrittsalters eine monatliche le-
benslange Rentenzahlung leistet, deren Hohe ebenfalls bereits zu Vertragsbeginn garantiert
wird und durch Uberschiisse u. a. im Laufe einer oft langjahrigen Aufschubphase zusétzlich
ansteigt. Fur die Kalkulation sind hier prinzipiell nur vergleichbar wenige Vertragsdaten ent-
scheidend, namlich das Alter zu Versicherungsbeginn und das Renteneintrittsalter sowie
der Rechnungszins.

Im Bereich der Kompositversicherung (Schaden-/Unfallversicherung) bilden zusammen-
gefasst Ublicherweise Schaden am oder durch das versicherte Objekt bzw. an oder durch die
versicherte Person den Versicherungsfall und l6sen eine Leistungszahlung aus. Exempla-
risch seien Werkstatt- und medizinische Behandlungskosten sowie Verdienstausfall in Folge
eines Verkehrsunfalls in der Kraftfahrtversicherung oder Renovierungs- bzw. Reparaturkos-
ten nach Sturm-, Feuer- oder Uberschwemmungsschaden in der verbundenen Wohngebéu-
deversicherung genannt. Die wichtigsten Zweige im Firmenkundengeschéaft® untergliedern
sich in Sachversicherung (Gebaude, Inhalt und Betriebsunterbrechung), Haftpflichtversi-
cherung (Betrieb, Produkt, Umwelt, Beruf), Transport (Waren, Kasko, Verkehrshaftung, La-
gerhaltung) und Technische Versicherung (Maschinen, Elektronik, Bauleistungen). Die Versi-
cherungsleistung ist im Kompositbereich in der Regel nach oben begrenzt® durch die Héhe
des Schadens, durch den Wert des versicherten Objekts und/oder eine Versicherungs- bzw.
Deckungssumme. Als weitere Besonderheit bzgl. der Versicherungsleistungen kénnen hier
auch Teil- und Mehrfachschaden pro Risiko bzw. Police und Jahr auftreten. Exemplarisch
betragt die Vertragsdauer in der Kraftfahrtversicherung jeweils nur ein Jahr. Im Vergleich
zur Personenversicherung oder anderen Kompositzweigen wird hier flr die Tarifierung ty-
pischerweise eine sehr grolle Anzahl von Vertragsdaten herangezogen, z. B. Alter aller
versicherten Fahrer, Fahrzeugalter, Wohnsitz des Halters (zwecks korrespondierender Re-
gionalklasse), Fahrleistung, Selbstbehalte (vgl. Abschnitt 1.5), Schadenfreiheitsklasse (vgl.
Abschnitt 1.4) oder Typklasse des Fahrzeugs.

In der Komposit- und ebenso in der Krankenversicherung ist sowohl ungewiss, ob ein Versi-

5in Ergénzung zur Spartenuntergliederung im Leitfaden des Fachs "Wirtschaftliches und Rechtliches Umfeld"
5Im Bereich der Kraftfahrt-Haftpflichtversicherung gibt es teilweise auch Vertrdge mit unbegrenzter Deckung
(sog. illimité Geschaft).



cherungsfall Uberhaupt einmal oder auch mehrmals eintritt, als auch wann und in welcher
Hoéhe ggf. Versicherungsleistungen anfallen. Hingegen kdénnen in der Lebensversicherung
diese drei Ungewissheiten jeweils entfallen: Bei einer Todesfall- und einer gemischten Le-
bensversicherung ist sicher, dass genau ein Versicherungsfall eintritt, bei einer Rentenver-
sicherung stehen in der Phase des Rentenbezugs die Leistungszeitpunkte fest und die Héhe
der garantierten versicherten Leistung - abgesehen von den zusatzlichen Leistungen aus
der Uberschussbeteiligung (kurz UB) und weiteren Spezialféllen - ist gewiss. Ahnliches gilt
flr die Zusagen der betrieblichen Altersversorgung.

Lernergebnisse (B2)

Die Studierenden kennen versicherbare Risiken und kalkulationsrelevante Bestandteile
von Versicherungsvertragen aus den einzelnen Sparten. Sie kbnnen anhand der Kriteri-
en Leistung, Deckung und Versicherungsdauer konkrete Versicherungsprodukte aus allen
Sparten benennen und umgekehrt gegebene Beispiele zuordnen und kategorisieren. Wei-
tere Daten und Merkmale, die bei der Kalkulation bestimmter Sparten und Produkte Ver-
wendung finden kénnen, sind ebenfalls bekannt. Einfache vergleichende Betrachtungen
zwischen den einzelnen Sparten kdnnen anhand der vorgestellten Begriffe durchgefthrt
werden.

1.2 Kalkulation von Pramien und Riuckstellungen

Kerninhalte

o Aquivalenzprinzip

e Elemente der Pramienkalkulation
¢ Rickstellungen

e Pramienprinzipien

1.2.1 Aquivalenzprinzip, Elemente der Pramienkalkulation und Riickstellungen

Fir Ubernahme von Risiken erheben die Unternehmen Pramien (oder einen sonstigen Fi-
nanzierungsbeitrag). Bei nachfolgenden Modellierungen bezeichne der Begriff Risiko ei-
ne Zufallsvariable X > 0, fur die, falls erforderlich, die Eigenschaft 0 < E(X) < o, 0 <
Var(X) < oo gilt. Fir eine allgemeine Darstellung des Risikotransfers wird von einer Ver-
tragsdauer von n < o Jahren ausgegangen.’ Der Vertragsbeginn ist der Zeitpunkt 0. Das
t-te Jahr wird durch das Intervall [t—1, t) dargestellt. Eine deterministische Diskontfunktion
D: {0,...,n} - R wird verwendet, um flr die zuklinftigen Zahlungsstrome den finanzma-
thematischen Wert zum Zeitpunkt 0 zu bestimmen und so Zahlungsstrome zu verschiede-
nen Zeitpunkten vergleichbar zu machen. D(t) diskontiert Zahlungen zum Zeitpunkt t auf
den Zeitpunkt 0.

Lt bezeichne die Leistungen zum Zeitpunkt t. Dann ist Le = (Lo, L1,...,Ln ein zeitdiskreter
stochastischer Prozess, der Versicherungsleistungsprozess, und die Zufallsvariable
n
L= D(t)- Lt (1.1)
t=0
entspricht dem Barwert aller Versicherungsleistungen. Analog kann der Pramienprozess
P. = (Pg, P1,...,Pn) und der Barwert aller Pramien (bzw. Finanzierungsbeitrage)

P=>D(t)-Pt (1.2)
t=0

7In der Schadenversicherung betragt die Versicherungsdauer i. d. R. ein Jahr, d. h. n = 1. Eine Diskontierung spielt
dort daher bei der Tarifkalkulation nahezu ausnahmslos keine Rolle.



definiert werden. Auch hier ist P; zufallig, da Pramienzahlungen auch von der Existenz des
Versicherungsvertrages zum jeweiligen Zeitpunkt t abhangen. AuBerdem kénnen Pramien
auch vom zufalligen Schadenverhalten abhangig sein (z. B. in der Kfz-Versicherung).

Die Versicherungsleistungen und Pramienzahlungen erfillen das versicherungsmathe-
matische Aquivalenzprinzip, wenn gilt:

E(P) = E(L). (1.3)

Dieses Grundprinzip der Pramienkalkulation besagt, dass der erwartete Barwert der Prami-
enzahlungen gerade dem erwarteten Barwert der Versicherungsleistungen entspricht. Der
Erwartungswert der Pramien ist somit aquivalent zum monetaren Wert der erwarteten Leis-
tung. Das ist die einfachste Form des Aquivalenzprinzips. Eine Herausforderung liegt dabei
in der Schatzung des Erwartungswerts der Versicherungsleistungen. Der Erwartungswert
ergibt sich (bei dieser diskreten Betrachung) aus der diskontierten wahrscheinlichkeitsge-
wichteten Summe aller moéglichen Leistungen.

Falls L und P das Aquivalenzprinzip erfillen, dann heiRt P, Nettorisikopramienprozess
und die Pramie P; (0 < t £ n) Nettorisikopramie. Insbesondere ist die Pramie P; :=
E[L:](0 < t < n) eine Nettorisikopramie. Wenn es Wahrscheinlichkeiten w,..., wp (wt
Wahrscheinlichkeit, dass es zur Pramienzahlung Py kommt) und einen Wert P gibt mit

Pe=P-wy firt=0,...,n (1.4)

und das versicherungsmathematische Aquivalenzprinzip ist erfillt, dann ist P eine kon-
stante Nettorisikopramie des Leistungsprozesses L,.

Die Kalkulation mit Erwartungswerten fuhrt im Ergebnis dazu, dass die Pramieneinnahmen
gerade ,im Mittel” ausreichen, um die Versicherungsleistungen zu finanzieren. Sei E; die
Summe aller Einnahmen der Nettorisikopramien eines Bestands und S; die Summe aller
Leistungen bis zum Zeitpunkt t (hier vernachlassigen wir die Diskontierung). Weiterhin sei
R = 0 die Anfangsreserve fur diesen Bestand. Dann kann man unter geeigneten Vorausset-
zungen zeigen, dass flur die Ruinwahrscheinlichkeit gilt:

lim P( sup (St—Et)>R)=1. (1.5)
T—oo  \ tg(0,T)

Wenn also lediglich Nettorisikopramien erhoben werden, kommt es bei unendlichem Pla-
nungshorizont sicher zur Insolvenz, unabhangig vom Anfangskapital (= Anfangsreserve)
des Unternehmens bzw. der Einrichtung. Die Nettorisikopramie stellti. A. also nur eine Preis-
untergrenze dar. Um ein hinreichendes Sicherheitsniveau zu erzielen, ist ein Sicherheits-
zuschlag c > 0 erforderlich, welcher die Wahrscheinlichkeit fir eine Insolvenz vermindert
(siehe Lemma von Cantelli).

Die Vorschriften zur Kapitalausstattung von Versicherungsunternehmen legen fest, dass
die Unternehmen nicht nur ,im Mittel”, sondern sogar mit einer hohen Wahrscheinlichkeit
(z. B. 99,5 %) ausreichend Kapital flr ein Geschaftsjahr besitzen und solvent sein sollten.
Dieses Solvenzkapital wird von Kapitalgebern (in der Regel von den Aktionaren) zur Verfu-
gung gestellt, die auf dieses Kapital einen Zins Uber dem risikofreien Marktzins erwarten.
Die Differenz zwischen der angestrebten Kapitalverzinsung und dem risikofreien Marktzins
wird als Kapitalkosten bezeichnet. Diese mussen von den Versicherungsnehmern uber die
gezahlten Pramien aufgebracht werden, so dass die Summe aller Sicherheitszuschlage pro
Risiko mindestens so grol8 sein muss wie die Kapitalkosten des Unternehmens. Die Sum-
me der Sicherheitszuschlage ergibt also den erwarteten Gewinn der Aktionare, so dass die
Sicherheitszuschlage oft auch als Gewinnzuschlage interpretiert werden.

Die explizite Berechnung des Sicherheitszuschlags c eines Risikos erfolgt einerseits Uber
Pramienprinzipien (vgl. Abschnitt 1.2.2 und andererseits Ulber eine Zuordnung der gesam-
ten Kapitalkosten auf die einzelnen Risiken (Allokation). Dieses Vorgehen ist typisch flr die
Schadenversicherung, in der die Nettorisikopramie dem erwarteten Schaden entspricht.



Der Begriff Risikopramie ist in der Praxis nicht eindeutig belegt und meint hier die Sum-
me aus Nettorisikopramie und explizitem Sicherheitszuschlag (auch Bruttorisikopramie ge-
nannt®).

In der Personenversicherung hingegen sind Sicherheitzuschlage schon implizit in der Net-
torisikopramie enthalten. Sie werden dadurch generiert, dass vorsichtige Annahmen fur die
Rechnungsgrundlagen (z. B. Sterblichkeit und Zins) verwendet werden. Vorsichtig bedeu-
tet etwa bei der Sterblichkeit, dass die verwendeten Sterbewahrscheinlichkeiten zuguns-
ten des Unternehmens von den erwarteten Sterbewahrscheinlichkeiten abweichen. Der Ab-
gleich mit den Kapitalkosten erfolgt dann beispielsweise Uber einen Profit Test. Hier gibt es
keine Risikopramie im Sinne expliziter Sicherheitszuschlage. Der Begriff Risikopramie dient
in der Personenversicherung stattdessen der Abgrenzung des Sparvorgangs vom Risikopro-
zess.

Durch den Risikotransfer entstehen im Unternehmen verschiedene Kosten. Es kann unter-
schieden werden zwischen Kosten flr den Vertragsabschluss (z. B. Werbung und Provisio-
nen) und Kosten fur die Verwaltung (z. B. Bestandsfihrung). Die Kosten fur einen Versiche-
rungsvertrag erhdhen die Netto- (bzw. Brutto)risikopramie. Eine Pramie ohne die Berlck-
sichtigung von Kosten heilst Nettopramie. Wenn Kosten bericksichtigt sind, dann sprechen
Aktuare von Bruttopramien®. Da ein GroRteil der Kosten fiir einen Vertrag in der Regel zu
Vertragsbeginn noch nicht feststeht, werden auch hier Annahmen getroffen. Auch hier be-
steht die Mdéglichkeit, Sicherheitszuschlage in die Pramienkalkulation einflieBen zu lassen.
Es wird zwischen additiven Komponenten (z. B. Stlckkosten je Vertragsstuck) und multi-
plikativen Zuschlagsfaktoren (z. B. Abschluss-, Verwaltungs- oder Betriebskosten) auf eine
gewisse Bezugsgrolie (z. B. Beitrag, Nettorisikopramie, Beitragssumme, Rentenhohe, Versi-
cherungssumme, Schadenbedarf) unterschieden.

In der allgemeinen Form fordert das erweiterte Aquivalenzprinzip, dass die erwarteten Brut-
topramieneinnahmen gerade ausreichen, um die erwarteten Versicherungsleistungen und
Kosten (inkl. von Zuschlagen fur Sicherheit und Gewinn) zu finanzieren. Dies dient als
Grundlage flr die Festlegung der vom Kunden zu leistenden Pramie, die auch als Beitrag
bezeichnet wird.

Allen Versicherungsvertragen liegt bei der Bewertung zukunftiger zufalliger Versicherungs-
leistungen folgendes aktuarielle Standardvorgehen zu Grunde: Mittels Beobachtungen aus
Bestandsdaten der Vergangenheit und ggf. weiteren Datenquellen werden Rickschlisse auf
die Entwicklung in der Zukunft gezogen. Dieser Ansatz basiert auf der Grundannahme, dass
das bisherige Geschehen sich auf ahnliche, zumindest vorhersehbare Weise auch zukinf-
tig realisieren wird. Dazu werden in der Regel an die entsprechenden Vergangenheitsdaten
geeignete Wahrscheinlichkeitsverteilungen angepasst. Zusatzlich oder alternativ kdnnen
auch Marktdaten und/oder Expertenschatzungen zum Einsatz kommen. Besondere Sorgfalt
ist dabei bzgl. méglicher Anderungen von Annahmen im zeitlichen Verlauf walten zu lassen,
z. B. hinsichtlich der Sterblichkeit, des medizinischen Fortschritts oder der Rechtsprechung.
Dieses Vorgehen fuhrt nicht dazu, dass die zufalligen Versicherungsleistungen fehlerfrei
prognostiziert werden — weder im gesamten Bestand und schon gar nicht far individuelle
Vertrage. Vielmehr existiert das Risiko, dass die tatsachlichen Leistungen und Kosten die
erwarteten bzw. kalkulatorisch angesetzten Uberschreiten.

Um alle Komponenten im Aquivalenzprinzip zu berechnen und die Vertrdge quantitativ zu
bewerten, werden Rechnungsgrundlagen festgelegt. In der Personenversicherungsmathe-
matik bilden Rechnungszins, Ausscheideordnungen, Leistungen und Kosten die wesentli-
chen Rechnungsgrundlagen. Dabei dient der Rechnungszins der Barwertberechnung. Mit
den Ausscheideordnungen kdénnen die erforderlichen Erwartungswerte flr Pramien, Leis-
tungen und Kosten berechnet werden.

In der Kompositversicherung spielen Rechnungszins und Ausscheideordnungen z. B. bei
den Rentenkomponenten langabwickelnder Sparten eine Rolle. Von zentraler Bedeutung ist

8vgl. Gabler Wirtschaftslexikon.
91m Kontext von Riickversicherung werden die Begriffe Brutto und Netto auch zur Bezeichnung von Sachverhalten
vor bzw. nach Abzug von Rickversicherung verwendet.



jedoch die Modellierung der Schaden mittels einer Vielzahl von Risikomerkmalen, die einen
Erklarungsgehalt fur das Schadengeschehen aufweisen. Vor allem in der Kraftfahrtversi-
cherung wird in der Praxis ein groBes Spektrum an Tarifmerkmalen fir die Bestimmung der
Pramie verwendet. Dabei stellen verallgemeinerte lineare Modelle (englisch: generalized
linear models (GLM)) ein wichtiges methodisches Werkzeug in der Tarifkalkulation dar.

Vertrage mit einer langen Vertragslaufzeit haben in der Lebensversicherung und mit Ab-
strichen in der Krankenversicherung typischerweise eine konstante Pramienzahlung tGber
die gesamte Vertragslaufzeit. Ein anfanglich geringeres Risiko fUhrt dazu, dass geleistete
Pramien in den ersten Vertragsjahren im Vergleich zum erwarteten Risiko zu hoch sind und
am Ende der Vertragslaufzeit im Vergleich zum erwarteten Risiko zu niedrig. Die Uber die
Risikopramie hinausgehende Pramienzahlung abzgl. Kosten wird zum Aufbau einer versi-
cherungstechnischen Ruckstellung (Reserve) genutzt (Ansparprozess). Diese Ruckstellung
wird gegen Vertragsende, wenn die Pramienzahlung unterhalb der Risikopramie liegt, wie-
der abgebaut (Entsparprozess). Diese Kalkulation heiSt in Deutschland ,Kalkulation nach
Art der Lebensversicherung”. Der Anspar- und Entsparprozess kann als Ausgleich in der
Zeit bezeichnet werden.

In engem Zusammenhang zu Pramien stehen somit die versicherungstechnischen Riick-
stellungen. Sie dienen der Sicherstellung der dauernden Erflllbarkeit der ungewissen Ver-
pflichtungen aus den Vertragen eines Versicherers. Die Bedeutung von Ruckstellungen er-
gibt sich aus aktuarieller Sicht insbesondere im Kontext der Rechnungslegung. Als zusam-
mengefasst groRte Position der Passivseite ihrer Bilanz weisen Versicherer ihre vertragli-
chen Verpflichtungen in Form der Rickstellungen unter Berlcksichtigung zahlreicher Be-
wertungsvorschriften aus. Unter diesen Oberbegriff fallen Passivposten unterschiedlichen
Charakters, z. B. Deckungsrickstellung, Rickstellung fir noch nicht abgewickelte Versi-
cherungsfalle, Schwankungsrickstellung, Ruckstellung fur Beitragsrickerstattungen (RfB)
oder Beitragsubertrage. Neben diesen aufsichts- und handelsrechtlich auferlegten (exter-
nen) Pflichten im Rahmen des Reportings kommt den Rickstellungen auch im Rahmen der
(internen) Unternehmensbewertung (Bestandsbewertung) eine hohe Bedeutung zu. Da die
Steuerbilanz aus der Handelsbilanz abgeleitet wird, hat die Hohe der versicherungstechni-
schen Rlckstellungen auch Einfluss auf die Besteuerung des Versicherers.

In der Personenversicherung ist zwischen der bilanziellen Deckungsrtckstellung und der
versicherungsmathematischen Deckungsrickstellung, dem sog. Deckungskapital, zu un-
terscheiden. Letzteres ergibt sich als Differenz aus dem erwarteten Barwert kinftiger Leis-
tungen und dem erwarteten Barwert kiinftiger Beitrage und kann auch negative Werte an-
nehmen. AuBerdem kénnen i. A. die Rechnungsgrundlagen fir die Berechnung von Rlck-
stellungen von denen der Pramienberechnung abweichen. Bei unmittelbaren Leistungszu-
sagen (Direktzusagen) erfolgt die Rickstellungsbildung auf Grundlage eines auszuwahlen-
den Bewertungsverfahrens, mit konstantem oder variablem Beitrag, i.d.R. ohne Bertck-
sichtigung von Kosten und Sicherheitszuschldgen in den Rechnungsgrundlagen.

In der Schadenversicherung werden Ruckstellungen in Form sog. Einzelschadenreserven
far noch nicht vollstandig abgewickelte Versicherungsfalle sowie pauschal fur noch nicht
gemeldete Versicherungsfalle gebildet. Fir einen Risikoausgleich in der Zeit wird unter an-
derem eine Schwankungsriickstellung gebildet, welche vor allem flr Versicherungszwei-
ge mit stark variierendem Schadenanfall in unterschiedlichen Kalenderjahren, wie z. B. der
Kasko- oder Wohngebaudeversicherung, von Bedeutung ist.

1.2.2 Pramienprinzipien

Im Kontext der Pramienkalkulation, vornehmlich in der Schadenversicherung, fuhrt der An-
satz unterschiedlicher Risikomalie zur Bemessung geeigneter expliziter Sicherheitszuschla-
ge zu verschiedenen so genannten Pramienprinzipien. Das Risiko X (zu Beginn definiert als
Zufallsvariable X > 0 mit endlichem Erwartungswert und Varianz) reprasentiert dabei den
Schaden einer Gefahr in einem Zeitraum bewertet in Geldeinheiten.



Ein Pramienprinzip H ist eine Abbildung von der Menge der nicht-negativen Zufallsvaria-
blen (Risiken) auf die Menge der nicht-negativen rellen Zahlen (Pramien):

H : {Zufallsvariable auf [0, )} —» RZ® mit X — H(X).

Mithilfe von Pramienprinzipien werden den Risiken (angemessene) Pramien zugeordnet. Ein
erster naheliegender Ansatz fir die Festlegung einer Pramie ist das Aquivalenzprinzip:

H(X) = E(X), (1.6)

d. h. die Pramie fur die Ubernahme des Risikos X stimmt mit dem Erwartungswert E(X) Uber-
ein. Dieses Pramienprinzip wird auch als Nettorisikoprinzip bezeichnet und Ublicherweise
durch die den Ausgleich in der Zeit und den Ausgleich im Kollektiv beschreibenden Geset-
ze der groRen Zahlen begrindet. Dem stehen Ergebnisse der Ruintheorie gegenuber, die
besagen, dass Pramien, die die durch (1.6) definierte Nettorisikopramie E(X) nicht Uber-
steigen, — unter schwachen Modellannahmen - ,fast sicher” zum technischen Ruin flhren,
wobei diese Ergebnisse rein theoretischer Natur sind.

Dass die Pramie (im Erwartungswert) die durch eintretende Leistungsfalle verursachten
Finanzaufwande decken muss, ist selbstverstandlich. Doch dieser Ansatz allein reicht bei
Weitem nicht aus. Zusatzlich bendétigt der Versicherer eine Pramie dafir, dass er bereit ist,
ein Risiko zu Ubernehmen, also seine sichere Position vor Vertragsabschluss gegen eine
unsichere danach zu tauschen. Dieser Teil der Pramie ist der Sicherheits- oder Schwan-
kungszuschlag. Die meisten Pramienprinzipien basieren auf dem Aquivalenzprinzip. Ge-
nauer wird die Pramie H(X) mit dem Ansatz

H(X) = E(X) + SZ(X) (1.7)

festgelegt, wobei der (hier explizite) Sicherheitszuschlag SZ(X) zum eigentlichen In-
strument der Risikobewertung wird. Es stellt sich die Frage, welcher Sicherheitszuschlag
(bei gegebener Verteilung Px) angemessen ist. Der Sicherheitszuschlag soll die zufalligen
Schwankungen der Finanzaufwande ausgleichen und bei gleichem Erwartungswert beno-
tigt der Versicherer fur ,,gefahrlichere” Risiken einen héheren Sicherheitszuschlag. Es ergibt
sich folglich die Notwendigkeit, die , Gefahrlichkeit” der Risiken fundiert zu bewerten und
die Ergebnisse in den Sicherheitszuschlag und damit in die Pramienkalkulation einflieBen
zu lassen. Die wichtigsten einschldagigen RisikomalSe, die in der Préamienkalkulation Anwen-
dung finden, sind

e der Erwartungswert E(X) als klassisches (Volumen-)Mals flr die GroRBe oder das Aus-
mal des Risikos (das aber das Risiko i.e.S., etwa die Schwankung, nicht erfasst) und

e die bekannten Schwankungsmalfie Varianz Var(X) und Standardabweichung o(X),
sowie in Hinblick auf die Praxis schon mit deutlichen Abstrichen

e das Symmetriemal Schiefe y(X),

die Tail-Wahrscheinlichkeiten P(X > t),

die Ruin- und Verlustwahrscheinlichkeiten,

der erwartete Nutzen oder Bernoulli-Nutzen und

der Value at Risk (VaR), der Expected Shortfall und der Tail Value at Risk (TVar)
(vgl. Leitfaden zum Fach "Finanzmathematik und Risikobewertung")

Aus diesen Ansatzen ergeben sich die folgenden wichtigsten Pramienprinzipien:
Das Pramienprinzip H mit

HX)=E(X)+6-E(X)=(1+6)-E(X)



heilt Erwartungswertprinzip mit Parameter 6 > 0. Offenbar ergibt sich fir 6§ = 0 die
Nettorisikopramie (1.6) bzw. das Aquivalenz- oder Nettorisikoprinzip. Das Erwartungswert-
prinzip erfasst keinerlei Schwankungen. Als BezugsgrofRe der Bemessung des Sicherheits-
zuschlags wird mit dem Erwartungswert kein RisikomalR i.e.S. verwendet.

Bei den beiden folgenden Pramienprinzipien sind die Sicherheitszuschlage hingegen pro-
portional zur Varianz bzw. zur Standardabweichung, so dass das Schwankungsverhalten in
die Pramie einfliel3t.

Das Pramienprinzip H mit
H(X)=E(X)+ 6 -Var(X)

heit Varianzprinzip mit Parameter 6 > 0; das Pramienprinzip

HX)=E(X)+6-+/Var(X) =E(X)+ 6-5d(X)
heilt Standardabweichungsprinzip mit Parameter 6 > 0.

Man beachte, dass die BezugsgroRen der Sicherheitszuschlage, also die Kennzahlen Var(X)
und o(X), deutlich unterschiedliche Gréfenordnungen aufweisen kdnnen. Auch die Dimen-
sionen der beiden RisikomaBe sind mit quadrierten Geldeinheiten und Geldeinheiten unter-
schiedlich. Es ist somit beim Umgang mit diesen GroBen Vorsicht geboten, was sich durch
angemessene Wahl des Parameters 6 ausdruckt. (Fir 6 = 0 ergibt sich auch hier jeweils das
Nettorisikoprinzip.)

Das Pramienprinzip H mit

1
HX) = —- In(E[e?X])

heillt Exponentialprinzip mit Parameter a > 0. Es kann mit nutzentheoretischen Ansatzen
der Entscheidungstheorie als ein 6konomisch sinnvolles Pramienprinzip hergeleitet werden.
Naherungsweise entspricht es dem Varianzprinzip mit Parameter § = a/2.

Selbstverstandlich gibt es in der einschlagigen Literatur noch eine Fllle weiterer Prami-
enprinzipien. Neben zusatzlichen Reprasentanten fur explizite Pramienprinzipien vom Typ
(1.7) existiert auch die Kategorie der impliziten Pramienprinzipien, die z. B. unter Zuhilfe-
nahme von Nutzen-, Verlust- oder sonstigen Wertfunktionen ékonomisch sinnvolle Bestim-
mungsgleichungen flr die implizite Festlegung von Pramien generieren.

Mit Hilfe der Ungleichung von Cantelli

Var(X)

P(X>EX)+c) < m,

ist der Sicherheitszuschlag SZ(X) derart anzusetzen, dass eine vorgegebene Verlustwahr-
scheinlichkeit € > 0 unterschritten wird, denn es gilt:

c2\$-\/Var(X) = PX>EX)+0)<es.

Man beachte allerdings, dass durch die Verwendung der Ungleichung der tatsachlich erfor-
derliche Sicherheitszuschlag stark Uberschatzt werden kann.

In der Risikotheorie gibt es umfangreiche Literatur, die sich damit befasst, welche Eigen-
schaften bei Pramienprinzipien winschenswert oder kritisch sind und welche dieser Eigen-
schaften bei welchen Pramienprinzipien vorliegen. Hier werden nur kurz die wichtigsten
Eigenschaften angesprochen.

Pramienprinzipien sind anwendbar auf den einzelnen Vertrag, auf Teilbestande oder auf den
gesamten Bestand. Diese Ansatze ergeben in der Summe dasselbe, wenn das Pramienprin-
zip H additiv ist, d. h. wenn

H(X+Y)=H(X)+ H(Y) fur alle stochastisch unabhangigen Risiken X, Y.



Ein Pramienprinzip H heilt subadditiv, wenn
H(X+Y)<HX)+ H(Y) flr alle stochastisch unabhangigen Risiken X, Y

gilt. Subadditive Pramienprinzipien berlcksichtigen also den Risikoausgleich im Kollektiv.
Insbesondere ist jedes additive Pramienprinzip auch subadditiv.

Das Aquivalenz- oder Nettorisikoprinzip, das Erwartungswertprinzip, das Varianzprinzip und
auch das Exponentialprinzip sind additiv, das Standardabweichungsprinzip hingegen nicht.

FUr ein beliebiges Pramienprinzip H ist der Sicherheitszuschlag der Teil der Pramie, der den

Erwartungswert Ubersteigt:
SZ(X) = H(X)— E(X).

Ein Pramienprinzip H heillt erwartungswertiibersteigend, wenn
5Z(X)=0.

Samtliche oben vorgestellten Pramienprinzipien sind fur positive Parameter § erwartungs-
wertUbersteigend.

Hinweis: Abweichungen von den vorgestellten Kalkulationsprinzipien sind in jeder Sparte zu
finden. Eine detailliertere Darstellung der Pramienkalkulation erfolgt in den spartenspezifi-
schen Abschnitten (siehe unten).

Lernergebnisse (B2)

Die Studierenden kennen die allgemeinen Elemente der Pramienkalkulation und kénnen
zwischen Netto- und Bruttorisikopramie unterscheiden. AulRerdem kénnen sie die Bedeu-
tung und Erfordernis von Rickstellungen erlautern. Die Studierenden kennen die wichtigs-
ten Pramienprinzipien und kdénnen diese auf gegebene Schadenverteilungen zur Bestim-
mung aktuariell angemessener Pramien anwenden.

1.3 Risikoausgleich im Kollektiv und Modelle der Risikotheorie

Kerninhalte

e Risikoausgleich im Kollektiv

e Homogene Bestande

e Individuelles Modell der Risikotheorie

¢ Kollektives Modell der Risikotheorie

e Erfullbarkeit von Voraussetzungen in der Praxis

e Erwartungswert, Varianz, Variationskoeffizient und Verteilung des Gesamtaufwands
in beiden Modellen

e Zusammenhange zwischen beiden Modellen

1.3.1 Risikoausgleich im Kollektiv

Neben dem Ausgleich in der Zeit (vgl. Abschnitt 1.2) besteht ein weiteres wesentliches
Funktionsprinzip von Versicherung im Risikoausgleich im Kollektiv. Ein Kollektiv stellt
eine Zusammenfassung von Risiken (Zufallsvariablen) dar, die durch gleichartige Gefahren
bedroht sind. In der Praxis der Versicherungsmathematik sind solche Kollektive

e in der Lebensversicherung z. B. Bestande versicherter Personen, die auf den Todesfall
versichert sind
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e in der Pensionsversicherung z. B. Bestande von Personen, denen Leistungen aufgrund
von Alter, Invaliditat und Tod zugesagt wurden

e in der Krankenversicherung z. B. Bestande versicherter Personen, die eine private
Krankenkostenversicherung haben

e in der Schadenversicherung z. B. Bestande versicherter Fahrzeuge, in deren Police
eine Kfz-Vollkaskoversicherung eingeschlossen ist.

Die Risiken entsprechen den zufalligen finanziellen Belastungen, die sich aus dem Eintritt
der spezifischen Gefahrenereignisse ergeben. Bezlglich der oben genannten Punkte lassen
sich exemplarisch

e entgangene Einnahmen (nach dem Tod einer versicherten Person)

e Zahlung einer lebenslangen Rente (bei Eintritt eines Versorgungsfalles)
e Mehrkosten (in der Krankenversicherung)

e Schadenaufwendungen (in der Kfz-Kaskoversicherung)

anfuhren. Der hier verwendete Begriff des Kollektivs und die nachfolgenden Modellierungen
setzen nicht notwendigerweise voraus, dass es sich dabei um versicherte Risiken handelt.
Vielmehr beschreiben die Modelle verallgemeinert ausgedrickt die Zusammenfassung zu-
falliger finanzieller Zahlungsstrome, die durch den Eintritt spezifischer Ereignisse ausge-
I6st werden. Im Bereich der Versicherungsmathematik entspricht dies jedoch naheliegen-
der Weise in erster Linie dem Finanzaufwand, der aus dem Eintritt des Leistungsfalls eines
Versicherungsvertrages resultiert.

Bei der Zusammenfassung vieler gleichartig bedrohter Risiken zu einem Kollektiv fallt der
durchschnittliche Finanzaufwand bei Eintritt der betrachteten Gefahr pro Risiko im Kollektiv
im Allgemeinen deutlich kleiner aus als die mégliche finanzielle Belastung jedes einzelnen
Risikos des Kollektivs. Es sei darauf hingewiesen, dass der Risikoausgleich im Kollektiv auch
ohne das Vorhandensein von Versicherung funktionieren kann. Die Versicherungswirtschaft
stellt lediglich eine Form der BUndelung von Risiken zur Verfigung. Die mathematische
Grundlage fur den Risikoausgleich bildet das schwache Gesetz der groBen Zahlen:

Satz 1.1 (Schwaches Gesetz der groRen Zahlen). Sei X1, X3, ... eine Folge von paarweise
unkorrelierten Zufallsvariablen mit
1 n
Al_)ﬁgo 2 ; Var(X))=0.

Dann gqilt:

1 n
lim — E (Xi—E(X))=0 in P-Wahrscheinlichkeit. (1.8)
n“
=1

n—oo

Fir die nachfolgenden Modellierungen sei ein Risiko R definiert als Zufallsvariable R > 0
mit 0 < E(R) < o0, 0 < Var(R) < co.

Satz 1.2 (Risikoausgleich im Kollektiv). Sei R1, Ry, ... eine Folge von identisch verteilten
und paarweise unkorrelierten Risiken. Dann gilt fir die Summe S, = R1+...+ Ry der ersten
n Risiken

Jim, Vko(Sn) = fim, ~—

d. h. Sd(Sp) wachst bei wachsendem Kollektiv langsamer als E(Sp).
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(b)

S5n—E(Sn)
E(5n)

lim P(
n—oo

d. h. das Uberschreiten einer prozentualen Maximalabweichung vom Erwartungswert
wird bei wachsendem Kollektiv immer unwahrscheinlicher.

>e)=0 Ve >0, (1.10)

Die Finanzaufwande der zu einer Gefahrengemeinschaft geblindelten Risiken Ri, Ry, ...
kénnen im Kontext der Versicherungsmathematik je nach Anwendung z. B. die kumulierten
Jahresschaden einzelner Risiken in Bestanden der Kranken- oder Schadenversicherung re-
prasentieren oder den Todesfallleistungen eines Bestandes von Risikolebensversicherungen
entsprechen. Insbesondere die Gleichung (1.9) wird haufig als Begrindung daflr herange-
zogen, dass der Risikoausgleich im Kollektiv insofern erfolgt, als dass der Variationskoeffi-
zient als versicherungsspezifisches Risikomal unter den genannten Regularitatsvorausset-
zungen fur wachsende Bestande gegen 0 konvergiert. Gleichung (1.10) druckt in anderen
Worten aus, dass mit zunehmender Zahl von Risiken die Abweichung des arithmetischen
Mittels vom Erwartungswert sinkt.

Der Risikoausgleich im Kollektiv wird im Allgemeinen durch stochastische Unabhangig-
keit der Risiken beginstigt bzw. durch Abhangigkeit gefahrdet. Aullerdem hangt er vom
Grad der Homogenitat ab. Ein Kollektiv (bzw. Bestand) heist homogen, wenn alle Risiken
des Kollektivs (bzw. Bestandes) dieselbe Verteilung besitzen, andernfalls heiRt es (bzw. er)
heterogen. Die Homogenitat in Form identischer Verteilungen im Kollektiv beglnstigt im
Allgemeinen den Risikoausgleich im Kollektiv, wahrend er bei heterogenen Kollektiven ten-
denziell gefahrdet ist. Insofern liegen bei unabhéangig identisch verteilten (i. i. d.) Risiken
tendenziell glinstige Voraussetzungen fur den Risikoausgleich im Kollektiv vor und die Vor-
aussetzungen von Satz 1.2 sind erflllt. Dennoch ist weder die Unabhangigkeit noch die Ho-
mogenitat der Risiken eine notwendige Voraussetzung fur den Risikoausgleich im Kollektiv.
Vielmehr kénnen z. B. bestimmte gegenlaufige Abhangigkeiten der Risiken zu verbesserten
Ausgleichseffekten fuhren.

In der Praxis sind die Unabhangigkeit und die Homogenitat der Risiken jedoch (teils) nur
naherungsweise erflllt und sind daher jeweils kritisch zu prifen. In der Feuerversicherung
sind beispielsweise die Risiken nicht identisch verteilt aufgrund unterschiedlicher Gebau-
degréfBen und die Risiken benachbarter Gebaude nicht unkorreliert. Fir die in der Tarifkal-
kulation Ubliche Praxis der Segmentierung von Risiken stellt die Homogenitat zudem das
einschlagige Kriterium dar. Dabei besteht bei der Zusammenfassung maéglichst gleicharti-
ger Versicherungsvertrage ein Zielkonflikt bzgl. der SegmentgréfRe. Einerseits erfordert ein
hoher Grad an Homogenitat die Bildung kleiner Bestande, wahrend andererseits die Bildung
maoglichst groRer Bestande die statistische Stabilitat erhéht.

Der Risikoausgleich im Kollektiv ist die Voraussetzung daflr, dass Pramien niedrig und
gleichzeitig ausreichend sein kénnen, und legitimiert den Einsatz von Erwartungswerten bei
der Kalkulation von Pramien und ggf. Ruckstellungen. Zudem finden, insbesondere in der
Schadenversicherung, das individuelle Modell und das kollektive Modell der Risikotheorie
Anwendung. Sie ermdglichen es dem Aktuar, den Finanzaufwand eines Kollektivs mathe-
matisch zu modellieren und z. B. Erwartungswert oder Varianz abzuschatzen.

1.3.2 Individuelles Modell

Im individuellen Modell der Risikotheorie werden einzelne Risiken flr einen vorgegebe-
nen Zeitraum (z. B. ein Jahr) modelliert. Werden n € N Risiken betrachtet, so bezeichnet
Y; = 0 den kumulierten Finanzaufwand des i-ten Risikos im zugrunde liegenden Zeitraum.
Ein einzelnes Risiko kann dabei sowohl keinen Finanzaufwand generieren, d. h. es gilt

P(Y;=0)>0(i=1,...,n),
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als auch mehrmals innerhalb des betrachteten Zeitraums (positive) Finanzaufwande verur-
sachen, deren Summe dann Y; bildet. Es wird zudem angenommen, dass die Risiken und
damit deren kumulierten Finanzaufwande Y; stochastisch unabhangig sind.

Der Gesamtaufwand, d. h. die Gesamtsumme aller Finanzaufwande eines Kollektivs von n
Risiken, ergibt sich dann als folgende Zufallsvariable:

n
sind=>"y,. (1.11)
=1

Reprasentiert Y; beispielsweise im (Haupt-)Anwendungsgebiet der Schadenversicherungs-
mathematik den kumulierten Schaden des i-ten Risikos, so wird S"d als Gesamtschaden
(im individuellen Modell) bezeichnet.

Fir die interessierende Zufallsvariable S"d kénnen weitere KenngréRen bestimmt werden.
Aufgrund der Linearitat gilt fir den Erwartungswert:

n

E(s™)=E (Z Yl-) = ZE(Y,-).

i=1

Die Varianz von S'"9 |3sst sich aufgrund der angenommenen Unabhingigkeit berechnen als:

n

n
Var(s'nd) = Var(z Y[) = > Var(Y)).
i=1 i=1
Somit folgt fur den Variationskoeffizienten:

Vk (Sind) V Var(sind) V Z?:l Var(Yl)
o — —

~OE(SN) T 3 E(Y)

Wird zusatzlich angenommen, dass die Y; identisch verteilt sind, so spricht man von einem
individuellen Modell fiir ein homogenes Kollektiv.

Die beiden Spezialfalle identischer Erwartungswerte und identischer Varianzen der kumu-
lierten Finanzaufwande, d. h. E(Y;) = 1 und Var(Y;) =02 Vie {1,...,n}, erméglichen folgen-
de Vereinfachungen, also insbesondere im Fall homogener Kollektive:
E(S")=n-u
Var(5"9) = n. o2
vn.o? o Vko(Y1)
n-u  JA-u 40

Vko (5™M9) =

Neben der Schitzung von Erwartungswert und Varianz des Gesamtaufwands Si"d kann auch
dessen gesamte Verteilung Psind VON Interesse sein. Formal ergibt sich diese aus der Faltung
der n Zufallsvariablen Y1,..., Yn:

Pginda = Py, * ... * Py,
Im Fall homogener Kollektive wird die n-fache Faltung der Verteilung der Y; gebildet:

Pgina = (Py,)*"
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Im Allgemeinen gelingt die (explizite) Berechnung der Verteilung des Gesamtaufwands nur
in Spezialfallen und ist auch fir ein homogenes Kollektiv auRerst aufwandig. Bei der Mo-
dellierung von S'"d kommen beispielsweise die Gamma- oder Lognormal-Verteilung zur An-
wendung. Fir gammaverteilte Zufallsvariablen und die Spezialfalle Exponential- und Erlang-
Verteilung gelten folgende Zusammenhange:

Ma,b)*"=r(a,n-b)
Exp(a)*" =T(a,1)*"
=I(a,n)=Erl(a,n) a,b>0, neN.

Durch den Wechsel der individuellen Betrachtungsweise aller Risiken, also auch derer ohne
Finanzaufwand, hin zur ausschlie3lichen Berlcksichtigung der strikt positiven Finanzauf-
wande eines Kollektivs (ohne Erfassung der jeweils betroffenen Risiken) erfolgt der Uber-
gang zum kollektiven Modell.

1.3.3 Kollektives Modell

Auch im kollektiven Modell wird die Gesamtsumme aller durch die Risiken eines Kollek-
tivs verursachten Finanzaufwande definiert. Dabei wird nicht bertcksichtigt, welches Risi-
ko des Kollektivs den jeweiligen Finanzaufwand verursacht hat. Stattdessen erfasst eine
weitere Zufallsvariable N die nicht-negative Anzahl aller Finanzaufwande wahrend des zu-
grunde liegenden Zeitraums im Kollektiv. Die einzelnen Finanzaufwande werden durch die
Zufallsvariablen X; mit j = 1,..., N beschrieben, wobei X; der Hohe des Finanzaufwands
des j-ten auslésenden Ereignisses entspricht. Das bedeutet, dass die Gesamtsumme al-
ler Finanzaufwande eine zufallige Anzahl an Summanden besitzt, also eine Zufallssumme
darstellt. Zudem wird angenommen, dass N, X1, ..., Xy stochastisch unabhangig und dass
X1,..., Xy ~ X identisch verteilt sind.

Der Gesamtaufwand des kollektiven Modells, d. h. die Gesamtsumme der ausgelbésten Fi-
nanzaufwande, ergibt sich dann als folgende Zufallsvariable:

N o k
SO =>"Xj= > Lin=ky )X (1.12)
j=1 k=0 j=1

Im Anwendungsgebiet der Schadenversicherungsmathematik entspricht dabei N der Scha-
denanzahl, X; der Schadenhéhe des j-ten Schadens und Sk dem Gesamtschaden (im
kollektiven Modell).

FUr den Erwartungswert gilt aufgrund der Modellannahmen nach der ersten Formel von
Wald:
E(s*°") = E(N) - E(X),

d. h. der erwartete Gesamtaufwand entspricht dem Produkt aus der erwarteten Anzahl an
Finanzaufwanden (bzw. auslésenden Ereignissen) und der erwarteten Hohe eines einzelnen
Finanzaufwands. Im oben genannten Anwendungsfall entspricht also der erwartete Gesamt-
schaden dem Produkt aus erwarteter Schadenanzahl und erwarteter Einzelschadenhdhe.

Die Varianz des Gesamtaufwands ergibt sich nach der zweiten Formel von Wald als:

Var (559" = E(N) - Var(X) + (E(X))? - Var(N).

Somit folgt fur den Variationskoeffizienten:

oy VVar(sh)  EN) - Var(X) + (E(X))? - Var(N) (Vko(X))?
Vko(5T) = E(skl) E(N)- E(X) “\ T EwW

+ (Vko(N))?
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Der Variationskoeffizient von S*°!! ist also stets mindestens so groR wie der Variationskoeffi-
zient der Anzahl N. Er kann aber sowohl gréRer als auch kleiner als der Variationskoeffizient
der (identisch verteilten) einzelnen Finanzaufwande X; sein.

Fir den Spezialfall N ~ P()\) bezeichnet man die Verteilung des Gesamtaufwands S°!" auch
als zusammengesetzte Poisson-Verteilung und erhalt dann folgende vereinfachte For-
meln:

E(S*N) =X-E(X)
Var(skl) =1 - E(x2)

Vko (skol) = \l

1+ (Vko(X))?
A

Zudem ist folgende Fundamentalformel fiir die Analyse von S und die Zuriickfiihrung
auf die beiden Einzelkomponenten N und X hilfreich:

Yskon(t) = mpy (Px(t)) (1.13)

d. h. die charakteristische Funktion des Gesamtaufwands entspricht der Verkettung der
wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktion der Anzahl N und der charakteristischen Funktion
der (identisch verteilten) einzelnen Finanzaufwande X;.

Die Verteilung des Gesamtaufwands Pskai ergibt sich als gewichtete Summe der endlichen
Faltungen der Verteilungen der Zufallsvariablen X1, X2, .. .:

p(skoll e A) = Z P(N = n).P(ZXJ- eA) = Z P(N = n)-(Px)*"(A) (1.14)
n=0 Jj=1

n=0

Exakte oder gar explizite Berechnungen der Verteilung von skoll gelingen - wie im indivi-
duellen Modell bzgl. S - nur in seltenen Fallen. Entsprechend stellt deren approximative
Berechnung eine der Herausforderungen (in der Theorie) der Schadenversicherungsma-
thematik dar. Die wichtigsten Verteilungen fir die Anzahl N stellen die Binomial-, Poisson-
und Negative Binomialverteilung dar, welche zu einer einzigen parametrischen Klasse von
Verteilungen, der sogenannten Panjer-Klasse, zusammengefasst und durch eine gemein-
same Rekursionsformel charakterisiert werden kénnen. Von Bedeutung ist hierbei auch die
Panjer-Rekursion, die fir Anzahlverteilungen aus der Panjer-Klasse und fur Zufallsvaria-
ble X1, X3,... auf einem aquidistanten Trager (z.B. Geldeinheiten)

d-Ng=0,d,2d,3d,..., d>0,
exakte Berechnungen der Verteilungsfunktion von Skl erméglicht.

Zwar beschreiben sowohl das individuelle als auch das kollektive Modell die gleiche Ge-
samtsumme

Sind=5k0”, (115)

dennoch besitzt das kollektive Modell gegenuber dem individuellen Modell mehrere Vortei-
le: Die Betrachtung einzelner auslésender Ereignisse (z. B. Schaden) und die Summation
der Finanzaufwande dieser auslosenden Ereignisse erfordert keine Aggregation der Finan-
zaufwande pro Risiko und Zeitraum. Diese Zusammenfassung erweist sich zudem als rea-
listischer bzgl. der Annahme unabhangig identisch verteilter Finanzaufwande und liefert im
Allgemeinen eine bessere statistische Basis zur Schatzung der Verteilung von X als dies bei
den nicht notwendig identisch verteilten Y; im individuellen Modell der Fall ist.

Je nach Anwendungsfall ist fUr beide Modelle die Angemessenheit der Annahmen kritisch
zu hinterfragen. Die Unabhangigkeit der Hohe der einzelnen Finanzaufwande wird verletzt,
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wenn alle oder einige Risiken des Kollektivs derselben Gefahr ausgesetzt sind, z.B. Uber-
schwemmung in der Wohngebaude-Versicherung. Bei Kumulereignissen kénnen auch Ab-
hangigkeiten zwischen Anzahl und Héhe der Finanzaufwande bestehen, z.B. steigen bei ei-
ner Uberschwemmung mit zunehmendem Wasserstand zugleich Schadenanzahl und -héhe.
In der Praxis werden diesbezlglich daher Finanzaufwande pro Ereignis (z.B. Event-Schaden)
modelliert. Die Annahme, dass alle Finanzaufwande dieselbe Verteilung besitzen, wird beim
individuellen Modell in der Praxis nur naherungsweise bei moglichst gleichartiger Zusam-
mensetzung eines Kollektivs erfillt. Im kollektiven Modell wird nicht erfasst, welches Risiko
einen Finanzaufwand verursacht. Dort ist die Verteilung der Finanzaufwande nicht mehr die
Eigenschaft eines einzelnen Risikos, sondern des Kollektivs. Die unterschiedlichen Finanz-
aufwande X3, X3, ... entsprechen einer Anordnung, etwa einer chronologischen Reihenfol-
ge, der in dem betrachteten Zeitraum eingetretenen auslésenden Ereignisse. Somit wird
hier die Annahme identisch verteilter Finanzaufwande eher als unkritisch erachtet.

Lernergebnisse (B3)

Die Studierenden kénnen den Risikoausgleich im Kollektiv und den Vorteil homogener Be-
stande erklaren. Sie sind in der Lage, das individuelle und das kollektive Modell der Risi-
kotheorie zu beschreiben und die Unterschiede zwischen den beiden Modellen zu begrin-
den. Zudem hinterfragen sie kritisch die Erfullbarkeit der Voraussetzungen an konkreten
(Praxis-)Beispielen. Die Formeln fur Erwartungswert, Varianz und Variationskoeffizienten
des Gesamtaufwands sind bekannt und konkrete Berechnungen kénnen fir einfache Bei-
spiele durchgefuhrt werden. AuBerdem kann formal die Verteilungsfunktion des Gesamt-
aufwands benannt und bei méglichen Spezialfallen explizit angegeben werden.

1.4 Modellierung von Versicherungsprozessen

Kerninhalte

e Anwendung von Markov-Prozessen auf Versicherungsvertrage
e Zustandsmodell der Personenversicherung

e Bonus-Malus-System in der Schadenversicherung

e Grenzen der Modelle

Zahlungsstrome resultierend aus Versicherungsvertragen kénnen durch stochastische Pro-
zesse (vgl. Leitfaden zum Fach "Angewandte Stochastik") modelliert werden. Die relevanten
Zustande und Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen den Zustanden ergeben sich dabei
aus den Eigenschaften der jeweiligen Vertrage.

In der Personenversicherung kommen Markov-Prozesse z. B. bei der Modellierung von zu-
kinftigen Leistungen und Pramienzahlungen zum Einsatz. In Abbildung 1 ist ein verein-
fachtes Zustandsmodell flr die Pensionsversicherungsmathematik (in Anlehnung an das
Heubeck-Modell) skizziert. Die versicherte Person befindet sich bei Eintritt in die betriebli-
che Altersversorgung im Zustand aktiv. Nun kann sich der Zustand der versicherten Per-
son im Zeitverlauf andern, so dass der Prozess unterschiedliche Zustande im Graphen
annimmt (gemé&R den entsprechenden Ubergangswahrscheinlichkeiten).'® Bedeutend fiir
die aktuarielle Kalkulation ist nun die Annahme, dass der Prozess die Markov-Eigenschaft
(vgl. Leitfaden zum Fach "Angewandte Stochastik") besitzt. Durch diese Annahme ergeben
sich verschiedene Vereinfachungen in der Kalkulation. In vielen Fallen ist diese Annahme
auch sachgerecht. Die Annahme ist z. B. kritisch in der Rentenphase zu bewerten. Denn
hier kénnen sich Uberlebenswahrscheinlichkeiten signifikant dadurch unterscheiden, ob ei-
ne versicherte Person aus dem Zustand aktiv oder invalide das Rentenalter erreicht hat.
Auch werden fur die Abbildung von komplexeren Sachverhalten z.T. sehr viele Zustande
benoétigt (z. B. wenn die Hohe der Leistungen bei Invaliditat vom Zeitpunkt des Eintritts der
Invaliditat abhangig ist).

10pjeses Zustandsmodell dient der lllustration. Einzelne Ubergangswahrscheinlichkeiten sind hier irrelevant.
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Abbildung 1: Vereinfachtes Zustandsmodell in der Pensionsversicherung

In der Schadenversicherung kommt (im Kontext des kollektiven Modells) der Poisson-Prozess
als Vertreter der Markov-Prozesse haufig zum Einsatz. Hier wird angenommen, dass die zu-
fallige Anzahl der Schaden durch einen Poisson-Prozess {Nt}+o mit Intensitat A > 0 mit
Zustandsraum Ng dargestellt werden kann. Der Prozess

Nt
koll _ ,
Sto _ZXJ
Jj=1

modelliert dann den Gesamtschaden des Vertrags im Zeitverlauf. Die Verteilung von S; fur
ein t > 0 lasst sich mit Methoden der Wahrscheinlichkeitstheorie analysieren und auswer-
ten.

Als praktische Anwendung kdnnen bei der Tarifierung zur Pramiendifferenzierung Bonus-
Malus-Systeme basierend auf Markov-Ketten verwendet werden. Dabei hangt die individu-
elle Pramie von der beobachteten Schadenvergangenheit ab. Stellt sich hier im Zeitablauf
ein Gleichgewichtszustand (Stationaritat) ein, so spricht man von einer stationaren Ver-
teilung. Beispielsweise gibt es in der Kraftfahrtversicherung Schadenfreiheitsklassen (kurz
SF-Klassen), bei denen der Versicherungsnehmer nach einem schadenfreien Jahr jeweils in
die nachsthdhere Klasse bis zum Erreichen der héchsten Stufe aufsteigt oder in Abhangig-
keit der Schadenanzahl in eine niedrigere Klasse zurickgestuft wird. Das SF-Klassenmodell
wird in der Praxis jedoch durch weitere Besonderheiten, wie z. B. Rabattschutz (sog. ra-
battgeschlitzte SF-Klasse) oder Sondereinstufungen (sog. fiktive SF-Klasse) flr Zweitfahr-
zeuge etc., von seiner Reinform verwassert. AuBerdem ist das Erreichen eines Gleichge-
wichtszustands fraglich, da es in der Realitat im zeitlichen Verlauf zu einer zunehmen-
den Anzahl von Risiken in der héchsten SF-Klasse kommt und deshalb gelegentlich SF-
Staffelverlangerungen durchgefuhrt werden.

Lernergebnisse (B3)

Die Studierenden koénnen das Zustandsmodell der Personenversicherung und Bonus-
Malus-Systeme erklaren. Sie kdnnen Beispiele einfacher Versicherungsprozesse aus allen
Sparten mit Markov-Prozessen modellieren und Grenzen dieser Modelle erértern.

17



1.5 Risikoteilung

Kerninhalte

e Proportionale vs. nicht-proportionale Risikoteilung

Grinde und Ziele von Risikoteilung

Grundbegriffe aus der Rickversicherung

Formen von Risikoteilung

e Berechnung von Risikoanteilen (Selbstbehalt und Zession)
Anwendungsbeispiele aus der Praxis

1.5.1 Grundlagen und Ziele von Risikoteilung

Versicherungsunternehmen kénnen die mit dem Versicherungsvertrag ibernommenen Ri-
siken mit anderen Akteuren auf dem Versicherungsmarkt teilen. Dabei werden zunachst
zwei grundlegende Arten von Risikoteilung unterschieden, namlich proportionale Formen
der Gestalt

X=(1-qg)-X+qg:-X (0<g<1) (1.16)
sowie nicht-proportionale Formen standardmaRig der Gestalt
X=min(X;a)+ max(X—a;0) (a=>0), (1.17)

wobei X im Allgemeinen die Hohe eines Einzelrisikos bzw. einer Versicherungsleistung be-
zeichne. Im Bereich der Schaden(riick-)versicherung beschreibt X kontextabhangig die Ho6-
he eines Einzelschadens, eines (Kumul-)Schadenereignisses oder des (Jahres-)Gesamtscha-
dens eines Kollektivs. Die Gréofle min(X;a) wird dabei haufig als Erstrisiko bezeichnet,
wahrend

(X—a)t := max(X—a; 0)

das Zweitrisiko darstellt. Die einzelnen Formen von Risikoteilung werden nachfolgend in
den Abschnitten 1.5.2 und 1.5.3 beschrieben.

Risikoteilung findet bei Erstversicherungsunternehmen im Wesentlichen
¢ im direkten Geschaft zwischen Versicherungsnehmer und (Erst-)Versicherer sowie
e im Rahmen der Riickversicherung zwischen Erst- und Rickversicherer

statt, wobei dies strukturell bzw. mathematisch betrachtet keinen Unterschied bedeutet. Im
direkten Geschaft flhrt die Risikoteilung zu Selbstbehalten beim Versicherungsnehmer, in
der Rickversicherung zu Selbstbehalten, der sog. Prioritat, beim Erstversicherer.

Die Risikoteilung erfolgt aus einer Vielzahl von Grinden und Zielen. Im Vordergrund ste-
hen dabei keine gewinnorientierten, sondern risikopolitische Erwagungen, um die Folgen
des Risikoeintritts zu verkleinern und die RisikolUbernahme betriebswirtschaftlich fur das
Versicherungsunternehmen zu verbessern. Im direkten Geschaft spielen die Beeinflussung
des moralischen Risikos, Kostenreduktion bei den Versicherungsnehmern, die sich als ein
Uberdurchschnittlich gutes Risiko erachten, und Ausschluss von Kleinschaden beim Erstver-
sicherer im Falle nicht-proportionaler Risikoteilung wichtige Rollen. Im Rahmen der Rickver-
sicherung liegt der Hauptgrund in der Verringerung des versicherungstechnischen Risikos
beim Erstversicherer, namlich insbesondere der Schutz vor zufallsbedingten Grofschaden
wie z. B. den finanziellen Auswirkungen von Naturereignissen. Weitere Ziele von Ruckversi-
cherung liegen aus Sicht des Erstversicherers in einer Verbesserung der Solvenz, Reduktion
der Kapitalkosten, Homogenisierung des Portefeuilles, Ausweitung der Zeichnungskapazi-
tat fur GroRrisiken, Unterstitzung beim Ausbau neuer Sparten, Atomisierung von Risiken
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und aus Sicht des Ruckversicherers in einer besseren Diversifikation der Risiken als beim
Erstversicherer.

Im Zusammenhang mit Rickversicherung sind auch folgende Unterscheidungen relevant:
Zum einen bezeichnet aktive Rickversicherung das Anbieten von Rickversicherungskapa-
zitaten und die Zeichnung von Rickversicherungsdeckungen. Fragt im Gegenzug ein Erst-
oder Ruckversicherer Rickversicherungsschutz nach, handelt es sich zum anderen um pas-
sive Ruckversicherung. Zudem wird von Retrozession gesprochen, wenn in Rickdeckung
genommene Risiken eines Ruckversicherers wiederum (in Teilen) an andere Ruckversiche-
rer weitergegeben werden. AuRerdem gibt es eine Unterteilung in obligatorische und fa-
kultative Rickversicherung. Die obligatorische Form verpflichtet den Erstversicherer zur
Ubertragung aller vertraglich definierten Risiken ohne Ablehnungsrecht des Riickversiche-
rers. Im fakultativen Falle erfolgt die Abgabe und Annahme von Risiken individuell und auf
einzelvertraglicher Basis. Wahrend die obligatorische Ruckversicherung sich durch eine ver-
haltnismalig einfache Administration und den automatischen Einsatz im Massengeschaft
auszeichnet und sowohl in der proportionalen wie auch der nicht-proportionalen Ruckversi-
cherung anzutreffen ist, zeichnet sich die fakultative Rickversicherung durch Einzelverein-
barungen aus und ist haufig in der nicht-proportionalen Risikoteilung gegeben.

Im Bereich der Leben-Rlckversicherung, welche Uberwiegend aus proportionalen Formen
besteht, wird nach Art der Abrechnung zwischen Originalbasis'! und Risikobasis unter-
schieden. Bei RV-Vertragen auf Originalbasis erhalt der Rlckversicherer anteilig die Spar-
und Risikopramie'? und muss ein Deckungskapital bilden. Hierbei gibt es die Variante mit
und ohne Reservedepot des Rickversichers beim Erstversicherer. Bei RV-Vertragen auf Risi-
kobasis erhalt der Rickversicherer nur einen Risikobeitrag und bildet kein Deckungskapital.

In der Praxis findet Risikoteilung haufig zwischen mehr als zwei Akteuren statt. Versiche-
rungsnehmer tragen an ihren Originalrisiken zunachst bestimmte Selbstbehalte (Franchi-
sen) und transferieren die Ubersteigenden Teile an Erstversicherer. Diese Ubertragen dann
die transferierten Teile der Originalrisiken ggf. teilweise an Rickversicherer, welche unter
Umstanden wiederum (in Teilen) retrozediert werden. Weitere, im Folgenden nicht naher
diskutierte Formen der Risikoteilung sind z. B. Mitversicherung, Konsortialvertrage und Ver-
sicherungspools.

1.5.2 Proportionale Risikoteilung

Hinweis: Dieser Abschnitt verwendet die Notation des individuellen Modells!3 aus Formel
(1.11) in Kapitel 1.3.2 mit den dazugehorigen Begriffen aus der Schadenversicherung (d. h.
Schaden anstelle von Finanzaufwand etc.):

n
gind — Z Yi.
i=1

Bei der proportionalen Risikoteilung werden die Schaden zwischen den beiden Vertragspart-
nern proportional aufgeteilt. Dabei stehen diese Proportionen bereits bei Vertragsbeginn
fest und sind unabhangig von etwaigen Schadenhdhen. Im Fall von RlUckversicherung tei-
len sich dadurch Erst- und Ruckversicherer das versicherungstechnische und -vertragliche
Schicksal, welches unabhangig von den Entscheidungen des Erstversicherers ist. Im Rah-
men der Schicksalsteilung tbernimmt der Ruckversicherer Anteile zufalliger Schaden und
somit Teile des (Erst-)Versicherungsvertragsrisikos, aber nicht das kaufmannische oder un-
ternehmerische Risiko des Erstversicherers. Proportionale Formen der Risikoteilung sind
durch eine verhaltnismaRig einfache Struktur und einfache quantitative Auswertbarkeit
einerseits sowie geringe Flexibilitdt und geringe Eignung zur Erreichung gezielter Entlas-
tungseffekte andererseits gekennzeichnet.

11Auch Bruttobasis oder Normalbasis genannt.

121n Deutschland netto ohne Beteiligung am Kostenprozess.

13Die hier getroffene Modellwahl dient der einheitlichen Beschreibung innerhalb dieses Abschnitts und stellt nur
eine Mdglichkeit der Bezeichnung dar.
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Im direkten Geschaft existiert die proportionale Risikoteilung ausschlieBlich in Form der
proportionalen Selbstbeteiligung. Sie tritt zum Beispiel bei partiellen Absicherungen
von Pensionsverpflichtungen in der betrieblichen Altersversorgung oder bei Unterversiche-
rung in der Hausratversicherung auf. Ubernimmt das Versicherungsunternehmen einen An-
teil g (0 < g < 1) von jedem Schaden Y, so tragt das Versicherungsunternehmen den Anteil
Y =gq-Y, wahrend der restliche Anteil Y =(1—q) - Y beim Versicherungsnehmer verbleibt.

Die wichtigsten Formen der proportionalen Rickversicherung stellen die Quoten- und die
Summenexzedentenrickversicherung dar:

Bei der Quotenriuckversicherung einigen sich die Parteien in Analogie zur proportionalen
Selbstbeteiligung auf eine feste Quotenabgabe g mit 0 < g < 1, die auf den Gesamtschaden
des Kollektivs wirkt. Die Abgabe bzw. Zession, d. h. der vom RUckversicherer ubernommene
Anteil am Gesamtschaden, ist gegeben durch

n n
Snd=>"g-vi=q-> Yi=q-5",
i=1

i=1

wéahrend im Selbstbehalt des Erstversicherers der Wert S"d = (1—q)-5™"d verbleibt. Die Gro-
Be 1 — g wird daher auch als Quotenselbstbehalt bezeichnet. Die Quotenrtckversicherung
eignet sich beim Auftreten vieler Klein- und Mittelschaden, zur Verringerung der Solvabili-
tat, zum Aufbau von Geschaft oder zur Reduktion des Einflusses der groBten Sparte (z. B. in
der Kfz-Versicherung). In der Lebensversicherung ist anders als in der Schadenversicherung
die Hohe der Versicherungsleistung bekannt.

Im Unterschied zur Quotenrickversicherung wird bei der Summenexzedentenriickver-
sicherung ein Maximum vgq (Selbstbehalt) festgelegt. Wenn der i-te Versicherungsvertrag
nun eine Versicherungssumme v; (= Hochstgrenze der Entschadigung) besitzt, dann Uber-
nimmt der Rlckversicherer von jedem Schaden den Anteil

max{v;—vop; 0}
qi= .
Vi

Diese vertragsindividuelle Quote bestimmt dann die Hohe der Rickversicherungsleistung
im i-ten Vertrag mit kumulierter Schadenhdéhe Y; > 0 als

Yi=qi*Yi,

wahrend der beim Erstversicherer verbleibende Teil von Vertrag i
Yi=(1—-q)-Vi

betragt. Selbstbehalt und Zession lauten dann:

n n
sd=>Yi=> (1-g)-Yi
i=1 i=1
) n n
Slnd ZZLZZC’[Y[

Diese Form von Rlckversicherung dient der Homogenisierung des Portefeuilles und der
Reduktion von Spitzenrisiken und findet sich u.a. in der Feuer-, Unfall- oder Lebensver-
sicherung. Ein Erstversicherer kann dadurch auch gro8e Risiken zeichnen, wie z.B. hohe
Versicherungssummen in der Risikolebensversicherung oder hohe Renten bei Berufsunfa-
higkeit. Typischerweise vereinbart der Rickversicherer eine Haftungsbegrenzung (in Form
eines Vielfachen von vgq). Zum Teil werden mehrere Summenexzedentenrickversicherungs-
vertrage so aneinander gereiht, dass die erreichte Kapazitat (= Maximum + Haftungsstre-
cke) jeweils das Maximum des darauf folgenden Vertrages darstellt. Dies wird als Layerung
bezeichnet.
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1.5.3 Nicht-proportionale Risikoteilung

Hinweis: Dieser Abschnitt verwendet die Notation des kollektiven Modells'# aus Formel
(1.12) in Kapitel 1.3.3 mit den dazugehorigen Begriffen aus der Schadenversicherung (d. h.
Schaden anstelle von Finanzaufwand etc.):

N
koll
SXe =ZX}'
j=1

Alle Formen der Risikoteilung, die keine proportionale Aufteilung vorsehen, werden als
nicht-proportional bezeichnet. Diese sind durch eine im Gesamtergebnis bzw. in der Kom-
bination komplizierte Struktur (z. B. Naturgefahrenprogramm in der Ruckversicherung) und
schwierigere quantitative Analysen, aber flexible Gestaltungsmaoglichkeiten und gute Eig-
nung zur Erreichung gezielter Effekte charakterisiert.

Im direkten Geschaft dominiert unter den nicht-proportionalen Formen der Risikoteilung
die sogenannte Abzugsfranchise. Zwischen dem Versicherungsnehmer und dem Erstver-
sicherer wird eine Franchisegrenze absoluter Hohe a > 0 vereinbart. Der Versicherungsneh-
mer tragt bei einem Schaden X das Erstrisiko X = min(X; a), wahrend das Zweitrisiko, also
der die Franchisegrenze a Ubersteigende Teil,

X=(X—-a)t =max(X—a;0)
auf den Erstversicherer transferiert wird. Die Abzugsfranchise ist in vielen Zweigen der

Schadenversicherung, etwa als Selbstbehalt in der Kraftfahrt-Kaskoversicherung, oder in
der Privaten Krankenversicherung ublich.

Bei der selteneren Integralfranchise tragt der Versicherungsnehmer nur dann einen Selbst-
behalt, wenn der Schaden kleiner als die Franchisegrenze a ist, namlich den Teil

X=X- 1{X<a}-
Das Erstversicherungsunternehmen tUbernimmt also den Teil
X=X-1{xza}-

Die Integralfranchise ist in der Transport- und der Haftpflichtversicherung anzutreffen.

Bei der Zeitfranchise tragt der Versicherungsnehmer jeden Schaden, der ab Beginn der
Versicherungsdauer in einem gesetzlich oder vertraglich festgelegten Zeitraum (sog. War-
tezeit) eintritt. Dies findet Anwendung in der privaten Kranken- und Pflegeversicherung
sowie teilweise in der Rechtsschutzversicherung.

Die nicht-proportionale Ruckversicherung weist eine Vielzahl von Rickversicherungsformen
auf. Hier werden mit der (Einzel-)Schadenexzedenten-, der Kumulschadenexzedenten- und
der Jahresschadenexzedentenrlickversicherung nur die wichtigsten vorgestellt.

Die (Einzel-)Schadenexzedentenriickversicherung wird auch als XL-Rickversicherung
(englisch: excess of loss) bezeichnet. Die Vertragsparteien vereinbaren eine Prioritat a > 0
und optional ein Limit [. Der Rickversicherer Gbernimmt den die Prioritat Ubersteigenden
Teil eines Einzelschadens X bis zum Limit:

X=min{max{X—a; 0};(} bzw. im unlimitierten Fall X = max{X—a; 0}
FUr Selbstbehalt und Zession gilt dann im unlimitierten Fall:

N N
skl = 37 (Xj— max{X;— a; 0}) = > min{a; X;}
=1 /=1

N
skoll — Z max{X;—a;0}
j=1

14Die hier getroffene Modellwahl dient der einheitlichen Beschreibung innerhalb dieses Abschnitts und stellt nur
eine Mdglichkeit der Bezeichnung dar.
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In der Praxis ist die Haftung des Ruckversicherers meist limitiert und man spricht vom
Layer [ xs. a und nennt die Obergrenze a + [ Plafond. Es genlgt jedoch den unlimitierten
Fall zu betrachten, da sich aufgrund der folgenden Layer-ldentitat ein limitierter Layer als
Differenz zweier unlimitierter Layer darstellen Iasst:

min{max{X—aq;0};(} = min{X;a+ (} —min{X;a} = max{X—a; 0} —max{X—(a+(); 0}
(1.18)

Die Schadenexzedentenrlickversicherung wirkt pro Risiko und eignet sich besonders zum
Schutz vor GroRschaden oder Prognose- und Anderungsrisiko bei langabwickelnden Zwei-
gen der Kompositversicherung. Sie ist die wichtigste nicht-proportionale Rickversicherungs-
form und in den meisten Kompositzweigen, z. B. in der Haftpflichtversicherung, anzutreffen.

Im Unterschied zur Schadenexzedentenriickversicherung wird die Jahresiiberschadenex-
zedentenriickversicherung auf den Gesamtschaden Sk°!! eines Jahres angewendet. Sie
wird auch Stop-Loss-Ruckversicherung (kurz SL) genannt. Die Vertragsparteien vereinbaren
erneut eine Prioritdt a > 0, auch Stop-Loss-Punkt genannt, und optional ein Limit (. Der
Ruckversicherer Ubernimmt den die Prioritat Gbersteigenden Teil des Gesamtschadens bis
zum Limit:

%l = min{max{s " —a; 0}; (}

Fir den Selbstbehalt gilt dann:

Skoll — min{skoll; a}

Bei der SL-Rickversicherung werden Prioritat und Limit in der Praxis als Prozentsatz der
Gesamtpramie vereinbart, also nicht auf absolute GréBenordnungen der Schaden bezogen.
Ein Anwendungsfall stellt die Absicherung der Jahreselementarschadenlast dar, insbeson-
dere wenn die Ereignisabgrenzung von Kumulschaden problematisch ist.

Zum Schutz vor Kumulschaden eignet sich auch die Kumulschadenexzedentenriickver-
sicherung (kurz CAT-XL). Sie weist grof8e Analogien zur XL- und SL-Ruckversicherung auf
und bezieht sich auf die Schadenlast pro Kumulereignis anstelle der pro Risiko bzw. Jahr.

1.5.4 Pramienkalkulation bei Selbstbehalten

Wahrend sich die in Abschnitt 1.2 dargestellte Pramienkalkulation auf die originaren Scha-
denhdhen bezieht, wird nachfolgend explizit zwischen Schaden und Entschadigungen
(Versicherungsleistungen) unterschieden. Formal ergeben sich die vertraglich vereinbarten
Entschadigungen bei Eintritt eines (Einzel-)Schadens X als transformierte Gréien

Z = g(X).

Dabei ist die Transformation g eine monoton wachsende Funktion mit g(x) < x. Die (zu-
falligen) expliziten Selbstbehalte des Versicherungsnehmers entsprechen somit der die
Risikoteilung ausdriickenden Differenz

X—Z=X—g(X).

Offenbar hat sich die Pramienkalkulation bei Vereinbarung von Selbstbehalten auf die Ent-
schadigungen Z = g(X) zu beziehen. Diese (Netto-)Entschadigungen kénnen je nach Ver-
sicherungsschutz sehr vielfaltig gestaltet sein. In der Regel liegen Kombinationen der drei
folgenden Prototypen proportionaler bzw. nicht-proportionaler Risikoteilung (vgl. Abschnitte
1.5.2 und 1.5.3) vor:

(1) Proportionale Selbstbeteiligung: Z=g1(X):=p-X, pe(0,1)
(2) Abzugsfranchise (Exzedent): Z=g(X):=(X—a)t, a>0
(3) Haftungsbegrenzung (Limit): Z=g3(X):=min(X,L), L>0
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Offenbar sind die Varianten (1) bis (3) Spezialfalle der folgenden verallgemeinerten Ent-
schadigung

o, X<aq,
Z:=p-min(X—a)',L)={p-(X—a), a<X<a+Lpe(0,1),a,L>0, (1.19)
p-L, a+LlL<X,

In den meisten Ansatzen der Kalkulation basiert die Pramie auf dem Erwartungswert

a+L

E(Z)=E[p-min((X—a)*,L)]1=p J (1-F(x)) dx,

a
wobei hier F die Verteilungsfunktion der Einzelschadenhdhe X ist.

In selteneren Fallen wird die Pramienkalkulation auch die hoheren Momente oder die
gesamte Verteilung bzw. Verteilungsfunktion der Entschadigungen Z bericksichtigen. Die
Verteilungsfunktion von Z=p - min((X—a)*, L) ist

0, z<0,
Fz(2):=P(p-min(X—a)*,L)<z)= F(a+§), 0<z<p-L,
1, p:-L<z

Fir die hdheren Momente ergibt sich daraus (nach partieller Integration)

p-L z a+L
E(zn)=n.f z”‘1~(1—F(a+5))dz=p”-n-J (x—a)" - (1= F()) dx.

0 a

Selbstverstandlich sind durch Entschadigungen vom Typ (1.19) nicht alle einschlagigen Va-
rianten expliziter Selbstbehalte bzw. Versicherungsleistungen abgedeckt. So fehlt hier z. B.
die Integralfranchise (vgl. Abschnitt 1.5.3). Auch komplexere Ansatze der proportionalen
Risikoteilung zwischen Erst- und Ruckversicherer, wie etwa bei der Summenexzedenten-
Rickversicherung (vgl. Abschnitt 1.5.2) werden nicht erfasst.

Neben den dargestellten expliziten Selbstbehalten gibt es am Versicherungsmarkt weitere
Varianten von Selbstbehalten, die als implizite Selbstbehalte bezeichnet werden kénnen.

Lernergebnisse (B3)

Die Studierenden kénnen die wichtigsten Formen und Zielsetzungen von Risikoteilung er-
klaren. Insbesondere kennen Sie die dargelegten grundlegenden Begriffe und Formen der
Ruckversicherung. Sie sind in der Lage, Risikoanteile (Selbstbehalt und Zession) fir ver-
schiedene Formen von Risikoteilung zu berechnen und auf Beispiele aus der Praxis an-
zuwenden. AuRerdem kdnnen sie angemessene Pramien fur Entschadigungen (Schaden
abzuglich Selbstbehalte) kalkulieren.
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2 Grundwissen Schadenversicherungsmathematik

2.1 Schadenkennzahlen

Kerninhalte
e Datentypen
e Exposuremalie

e Schadenkennzahlen fir Bestande

Die Tarifierung in der Schadenversicherung ist — insbesondere in Abgrenzung zur Lebens-
versicherung - auf sehr groBe Datenmengen gestltzt. Dabei sind zwei Arten von Daten zu
unterscheiden:

¢ Schadendaten: Die Schadendaten beschreiben die vorliegenden Schadenereignisse
und betreffen Angaben zu den folgenden Merkmalen:

- Zeitpunkt des Schadenereignisses (Datum, Versicherungsperiode etc.);

- Art und Ursache des Schadenereignisses (z. B. Feuer, Gberschwemmung, Sturm
etc.);

- Sachlicher Bezug: versichertes Objekt (z. B. Haus, Kfz etc.);
- Ort des Schadenereignisses (z.B. In-, Ausland);

- Entschadigung: Die Hohe der Versicherungsleistung richtet sich nach den ver-
traglichen Regelungen der versicherungstechnischen Einheit (Vertrag).

Diese Schadendaten bilden fur aktuelle und reprasentative historische Perioden in ih-
rer ggf. aufbereiteten Gesamtheit die Schadenstatistik. Sie bildet die Grundlage der
Tarifierung.

¢ Bestandsdaten: Neben den Schadendaten sind die Daten der zugehdrigen versicher-
ten Bestande von Bedeutung. Diese Bestandsdaten charakterisieren — unabhangig von
Schadenereignissen — die Gegebenheiten der versicherungstechnischen Einheiten, et-
wa durch Angaben uber:

- die Versicherungssumme bzw. Deckungssumme (Ho6chstgrenze der Entscha-
digung);

- die Auspragungen der Tarifmerkmale (Vertragsdaten), z. B. persdnliche Daten
des Versicherungsnehmers (Alter, Wohnort etc.) oder Daten Uber das versicherte
Objekt und seine Nutzung.

Die Kenntnis der vollstandigen Bestandsdaten ist flr die Tarifierung unerlasslich. An-
dernfalls kdnnte man z.B. die Schadenanzahlen eines Bestandes nicht sinnvoll zur
Hochrechnung der erwarteten Schadenanzahl (Schadenhaufigkeit) pro Risiko (und
z.B. pro Jahr) heranziehen.

Spezielle MaRRzahlen, die in der Schadenversicherung besondere Bedeutung haben, sind
die ExposuremaRe. Als Exposure bezeichnet man dabei das Risiko oder konkreter das
Gefahrdungspotenzial einer versicherungstechnischen Einheit (Vertrag) oder eines (versi-
cherten) Bestandes. Entsprechend bewerten ExposuremaRe das versicherungstechnische
Risiko bzw. den Schadenbedarf einer versicherungstechnischen Einheit oder eines Bestan-
des. Qualitatskriterien fir Exposuremalfe sind die Proportionalitat zum Risiko, die Praktika-
bilitat und die Zeitstabilitat des MalSes.

Bekannte Beispiele fir Exposuremalie fur Bestande sind die folgenden VolumenmalfRe:

e Jahreseinheiten = Anteile eines Jahres, fur die Versicherungsschutz besteht,
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¢ Anzahl der Vertrage,

e Anzahl der Risiken,

¢ Kumulierte Versicherungssumme,
e Summe der Beitrage.

Nachfolgend werden die wichtigsten der in der Praxis verwendeten Schadenkennzahlen zur
Beschreibung von (Teil-)Bestanden einer festen Periode vorgestellt. In diese Kennzahlen
gehen die folgenden Variablen ein:

n = Anzahl der Vertrage (Risiken)
a; = Jahreseinheit des i-ten Vertrages,i=1,...,n
VS; = Versicherungssumme des i-ten Vertrages,i=1,...,n
b; = Jahresbeitrag des i-ten Vertrages,i=1,...,n
N = zufallige Anzahl der Schaden
Xj = zufallige Hohe des j-ten Einzelschadens,j=1,..., N

Aus diesen GrofRen lassen sich die folgenden, den Bestand charakterisierenden Schaden-
kennzahlen ableiten:

Die Anzahl der Jahreseinheiten, die bei Betrachtung eines Zeitraums von genau einem
Jahr der durchschnittlichen Anzahl der Vertrage entspricht,

bericksichtigt, dass die Vertrage ggf. nicht tber die volle Versicherungsperiode (Jahr) im
Bestand sind. Sind samtliche Vertrage das volle Versicherungsjahr im Bestand versichert,
giltaj=1furi=1,...,nund somit ny :=n.

Die Schadenhaufigkeit, Schadenfrequenz oder durchschnittliche Schadenanzahl

pro Vertrag
Anzahl der Schaden N

- Anzahl der Jahreseinheiten - n_o

ist nicht mit dem Anteil der Vertrage, die (mindestens) einen Schaden verursachen, zu
verwechseln. Wahrend letztere hochstens 100 % betragt, kann die durchschnittliche Scha-
denanzahl pro Vertrag und Jahr durchaus grofSer als 1 sein, wie etwa in der Krankenversi-
cherung.

Fir N > 0 ist der Schadendurchschnitt oder die durchschnittliche Schadenhohe

N
Gesamtschaden 2 Xi S

D:= =
Anzahl der Schaden N N

definiert. D basiert auf den GréRBen des kollektiven Modells (vgl. Abschnitt 1.3.3), die Anzahl
n der Vertrage geht nicht ein.

Der Schadenbedarf

B Gesamtschaden S N S
" Anzahl der Jahreseinheiten a No h no N

= H - D = Schadenhaufigkeit - Schadendurchschnitt

quantifiziert den Geldbedarf, der im Mittel pro Jahreseinheit!®> eingenommen werden muss,
um die kumulierten Schadenaufwendungen exakt zu decken. Die Anzahl der Schaden (N)
geht nicht in den Schadenbedarf ein, sie kirzt sich heraus.

15D.h. anschaulich pro Vertrag, der iiber den gesamten Zeitraum eines Jahres im Bestand ist.
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Die Summe der verdienten Beitrage

b :=icxl~-b;
i=1

berlcksichtigt (in vereinfachter Darstellung), dass die Jahresbeitrage bei Neuabschluss oder
Beendigung der Vertrage im laufenden Jahr nur anteilig in die kumulierten Pramien einge-
hen. Die verdienten Beitrage ergeben sich aus den gebuchten Beitragen eines Ge-
schaftsjahres, also den tatsachlich fallig gewordenen Beitragen, zuzlglich den Beitrags-
Ubertragen aus dem Vorjahr und abziglich der Beitragsibertrage flr das Folgejahr.

Die Schadenquote

S0 Gesamtschaden S
"~ Summe der verdienten Beitrdage b

sollte mdglichst unter 100 % liegen, ihre durchschnittlichen Werte schwanken allerdings
innerhalb der verschiedenen Zweige der Schadenversicherung nicht unerheblich. Die ge-
ringsten Schadenquoten weisen in der Regel die Unfall-, Hausrat- und Haftpflichtversiche-
rung mit ca. 50 % bis 70 % auf, wahrend im Bereich der Kraftfahrtversicherung, insbeson-
dere der Kraftfahrthaftpflichtversicherung, Schadenquoten tUber 90 % die Regel sind.

Die Schaden-Kosten-Quote oder Combined Ratio (kurz CR)

Gesamtschaden + Kumulierte Ver- und Betriebskosten S+ K

Summe der verdienten Beitrage b

vermittelt einen weiterfUhrenden Blick auf den Gewinn des Bestandes: Wahrend die Scha-
denquote das rein versicherungstechnische Verhaltnis von Schaden und Pramien erfasst,
gehen in die Combined Ratio auch Kosten ein — nicht aber Kapitalertrage und Steuern.
Combined Ratios sind naturlich gréRer als die Schadenquoten und liegen in der gesamten
Schadenversicherung in der Regel zwischen 90 % und 100 %. Im Bereich der Kraftfaht-
versicherung finden sich haufig Schaden-Kosten-Quoten um die 100%, also am Rande der
Auskdmmlichkeit.

Die durchschnittliche kumulierte Versicherungssumme

n
\%4 :=ZO(i- Vi
i=1

berlcksichtigt wiederum die Jahreseinheiten. Waren alle Vertrage uber das volle Geschafts-
jahr versichert, so ware v die Summe samtlicher Versicherungssummen des Bestands, auch
als versicherte Summe des Bestandes bezeichnet. Die Bezeichnung , durchschnittlich®
kennzeichnet, dass eine gewichtete Summe vorliegt, die die Zu- und Abgange des laufen-
den Jahres erfasst.

Der Schadensatz

s Gesamtschaden S
" Durchschnittliche kumulierte Versicherungssumme Y

kann nur in Versicherungszweigen bestimmt werden, in denen es eine vertraglich fixierte
Versicherungssumme als maximale Entschadigung gibt, also etwa in der Hausrat-, Wohn-
gebdaude- und Unfallversicherung. Der Schadensatz quantifiziert den durchschnittlichen
Schadenbedarf pro Geldeinheit der Versicherungssumme. Er wird in der Regel in Promil-
le angegeben. Fur den i-ten Vertrag ergibt sich daraus ein individueller Schadenbedarf
von

Vi
SB; := Schadensatz - i-te Versicherungssumme =S5S:v;=S- iy
v
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Die durchschnittliche Versicherungssumme

Durchschnittliche kumulierte Versicherungssumme v
Vo = =
° Anzahl der Jahreseinheiten No

ist klar von der durchschnittlichen kumulierten Versicherungssumme v abzugrenzen. Wah-
rend v, die mittleren Gegebenheiten pro Vertrag angibt (etwa in Form einer durchschnitt-
lichen Versicherungssumme von 100.000 EUR in der Hausratversicherung), ist v eine Be-
standskennzahl, die nicht selten in Vielfachen von Milliarden quantifiziert wird.

Der Schadengrad
Schadendurchschnitt D

S5G =
Durchschnittliche Versicherungssumme  vq

ahnelt dem Schadensatz und wird auch nicht immer sauber von ihm abgegrenzt. Die fol-
gende Faktorisierung des Schadensatzes macht den Unterschied deutlich:

S N S/N N D o
Schadensatz S5 = — = — - = —.— = H:5G = Schadenhaufigkeit - Schadengrad.
V. No V/Nhg No Vo

Wahrend also in den Schadengrad im Wesentlichen keine Uberlegungen zur GréRe des Be-
standes und den schadenfreien Vertragen eingehen, berlcksichtigt der Schadensatz dies
in Form der Schadenhaufigkeit.

In der hier verwendeten Notation (GroBbuchstaben) sind die Schadenkennzahlen i.e.S. als
Zufallsvariablen aufzufassen und somit Gegenstand der Wahrscheinlichkeitstheorie. In der
Praxis und im Kontext vorliegender Daten (Realisierungen der Zufallsvariablen) gelten die
Schadenkennzahlen als Stichprobenkennzahlen und sind der deskriptiven Statistik zuzuord-
nen.

Mit Ausnahme des Schadendurchschnitts sind alle genannten Schadenkennzahlen deter-
ministische Vielfache der zufalligen Schadenanzahl N oder des zufalligen Gesamtschadens
S.

Die folgende Tabelle zeigt einige typische Werte ausgewahlter Schadenkennzahlen fir be-
kannte Versicherungszweige:1°

A ?rcehqaudeennz- SEZZI%?? i dj fcr;]a;(iﬁrr]l-itt e
Kfz-Haftpflicht 59 %o 210 EUR 3.575 EUR —
Haftpflicht 56 %o 26 EUR 460 EUR —
Unfall (Invaliditat) 9 %o — 5.740 EUR 0,80 %o
Hausrat 36 %o — 1.220 EUR 0,70 %o
Wohngebaude Feuer 9 %o — 5.400 EUR 0,10 %o

Lernergebnisse (B2)
Die Studierenden kénnen die wichtigsten Schadenkennzahlen zur Charakterisierung von
Bestdnden berechnen.

16vgl. Buse et al. (2015), S. 23.
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2.2 Grundlagen der Tarifierung

Kerninhalte

¢ Risikoklassen

Unterscheidung von Risiko- und Tarifmerkmalen

Kreuzklassifikation

Verteilungsfreie Ausgleichsverfahren

Marginalsummen, Marginalsummenverfahren

2.2.1 Risiko- und Tarifmerkmale

Eine wesentliche Komponente der Tarifierung besteht in der Bildung von Risikoklassen.
Grundlage dieser Klassenbildung und der anschlieBenden Kalkulationen sind umfangreiche
statistische Daten. Diese Kalkulationsstatistiken enthalten vor allem Daten der beiden
folgenden, deutlich voneinander abzugrenzenden Merkmale:

e Als ein Risikomerkmal gilt ein Merkmal dann, wenn es in einem statistisch signifikan-
ten Zusammenhang zu dem Schadenverhalten steht.

e Ein Merkmal, das im Rahmen der Tarifierung eingesetzt wird, wird als Tarifmerkmal
bezeichnet.

Im Rahmen der Tarifierung werden mitunter neben den statistisch einschlagigen Risiko-
merkmalen aus geschaftspolitischen Grinden weitere Merkmale aufgenommen, z.B. das
Alter etwaiger Kinder oder die Anzahl weiterer Vertrage desselben Versicherungsnehmers
in anderen Sparten bzw. Zweigen. Ebenso kommt es vor, dass Risikomerkmale nicht als
Tarifmerkmal verwendet werden, weil es von Seiten der Aufsicht untersagt ist — wie etwa
seit Einflhrung der Unisex-Tarifierung hinsichtlich des Merkmals Geschlecht (vgl. Abschnitt
1.1).

Im Sprachgebrauch sollte man zwischen den Merkmalen und ihren Auspragungen unter-
scheiden. So ist beispielsweise Alter ein Merkmal und 40 Jahre eine Auspragung.

Nach vollstandiger Auswahl der Tarifmerkmale geht die Tarifierung von der folgenden Ma-
xime aus:

Gleiche Auspragungen der Tarifmerkmale = Gleiches Risiko

Tatsachlich stimmt diese Arbeitshypothese kaum mit den realen Gegebenheiten Uberein.
Denn auch wenn bei zwei Risiken die Auspragungen samtlicher Tarifmerkmale identisch
sind, kann und wird es noch weitere Risikomerkmale geben, die nicht in die Tarifierung
aufgenommen wurden, und deren Auspragungen nicht gleich sind, so dass tatsachlich ver-
schiedene Risiken (und damit zwei unterschiedliche erwartete Schaden innerhalb eines Jah-
res) vorliegen. ZweckmaBig und naherungsweise richtig bleibt die genannte Maxime aber.

2.2.2 Tarifierungsmodelle

Im Rahmen der Tarifierung wird den einzelnen Risikoklassen oder Tarifzellen auf Basis der
umfassenden Daten der Schadenkosten eine angemessene Pramie zugeordnet. Fur einen
Bestand, der in mehrere Risikoklassen aufgeteilt ist, kommen fur die Bestimmung der Net-
torisikopramien im Wesentlichen zwei Arten von Tarifierungsmodellen (kurz: Tarifmodellen)
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in Betracht, namlich multiplikative bzw. und additive Modelle. Im Folgenden werden die
anschlieBenden Bezeichnungen benoétigt:

r := Anzahl der Tarifmerkmale

My := k-tes Tarifmerkmal, k=1,...,r
nk := Anzahl der verschiedenen Auspragungen des k-ten Tarifmerkmals, k=1, ...,r
aj k := j-te Auspragung des k-ten Tarifmerkmals,j=1,...,ni;k=1,...,r

Bei stetigen Merkmalen geht man i.d.R. auf klassifizierte Daten Uber und ersetzt die beob-
achteten Auspragungen durch geeignete Reprasentanten der Klassen.

Jedem Risiko wird im Rahmen der Tarifierung zunachst der Vektor der Auspragungen

(ain,1, 05,2, ..., Qi r)

der ausgewahlten Tarifmerkmale My,..., M, zugeordnet. Dieser Vektor legt dann genau
eine der

t:=

;
ng = Anzahl der Tarifzellen
k=1

verschiedenen Tarifzellen eindeutig fest. Es ist also durch ein r-Tupel (i1, i2, ..., ir) eine Ta-
rifzelle eindeutig festgelegt — ohne dabei auf die konkreten Auspragungen eines Risikos
eingehen zu mussen. Fur jedes r-Tupel dieser Art und damit fur jede Tarifzelle ist

,,,,,, i, = Nettorisikopramie fir die Tarifzelle (i1, iz, ..., i)
zu bestimmen.
Die nachfolgenden Tarifmodelle verwenden einerseits den
sb := (Gesamt-)Schadenbedarf des Kollektivs
und andererseits fur jedes Merkmal My, k =1,...,r, und jede Auspragung ajx,j=1,..., Nk,
dieses k-ten Merkmals einen der insgesamt

r
n:= Z ng = Anzahl der Marginalparameter.
k=1

Diese Marginalparameter sind in der Regel entweder Marginalfaktoren oder -summanden.
Sie reprasentieren die verschiedenen Auspragungen der Merkmale My, ..., M,, quantifizie-

ren den mittleren Einfluss der Auspragungen auf die Schadenaufwendungen und sind im
Rahmen der verschiedenen Tarifierungsverfahren geeignet festzulegen:

ux,; = Marginalfaktor bzw. -summand der j-ten Auspragung des k-ten Merkmals,
j=1,...,n;k=1,...,r.

Multiplikative Modelle sind durch den Ansatz

;
bir,iz,....is =5b- [ [ uki (2.20)
k=1
additive Modelle durch .
bi,i,....ir =Sb+ Z Uk, iy (2.21)
k=1

gegeben. Selbstverstandlich unterscheiden sich die Marginalfaktoren in (2.20) von den Mar-
ginalsummanden in (2.21) - trotz der identischen Bezeichnung. Diese Marginalparameter
sind durch geeignete Verfahren, etwa Ausgleichsverfahren, zu bestimmen bzw. zu schat-
zen. Im Abschnitt 2.2.3 werden diesbezlglich ausgewahlte Verfahren, die die Abstande
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zwischen Pramien und Schadenbedarfen nach bestimmten Kriterien optimal ausgleichen,
dargestellt. Dabei wird sich zeigen, dass die Marginalparameter nicht eindeutig bestimmt
sind. Vielmehr kénnen die Skalierungen bei r— 1 der r Merkmale beliebig gewahlt werden.

In der Praxis der Tarifierung flhrt die anhaltende Suche nach geeigneten Tarifmerkmalen
und die tendenziell zunehmende Differenzierung der Auspragungen oft zu sehr vielen ver-
schiedenen Tarifzellen. In der Kraftfahrthaftpflichtversicherung ergeben sich so mehrere
Millionen Tarifzellen. Viele der Tarifzellen sind naturgemal schwach besetzt oder sogar leer
und die Schadendaten reichen fur eine stabile Tarifierung innerhalb der einzelnen Zellen
nicht aus. Diese oft immense Vielfalt der Tarifzellen stellt aber nicht wirklich ein Problem
dar. Zwecks Stabilisierung der Tarifierung bezieht man namlich sinnvollerweise die ,be-
nachbarten” Zellen in die Tarifierung mit ein. Diese ,VergroBerung” der Stichprobe ist also
sowohl aus der Not schwach besetzter Zellen geboren, dient aber auch der Robustifizierung
und Glattung des Vorgehens.

2.2.3 Tarifierungsverfahren

In diesem Abschnitt werden ausschlieSlich Tarifierungsansatze betrachtet, die in der Praxis
der Schadenversicherung Anwendung finden. Es handelt sich durchgangig um multiplikati-
ve Modelle. Diese haben sich in der Praxis besonders bewahrt, auch weil die (normierten)
Marginalfaktoren als prozentuale Zu- oder Abschlage - bezogen auf den Schadenbedarfs-
durchschnitt sb - zu interpretieren sind und weil so negative Pramien vermieden werden.
Die hier vorgestellten Tarifierungsverfahren erfordern keine Modellierung der zugrunde lie-
genden Zufallsvariablen und ihrer Verteilungen. Es handelt sich deshalb in Abgrenzung
zu den stochastischen Ausgleichsverfahren um verteilungsfreie Ausgleichsverfahren.
Diese basieren zumeist auf heuristischen Ansatzen, ergeben sich aber z.T. auch im Rahmen
der Parameterschatzung in stochastischen Modellen.

Fir die im Folgenden darzustellenden Marginalfaktorverfahren bei zweifacher Kreuz-
klassifikation (r = 2) werden die folgenden (vereinfachten) Bezeichnungen verwendet:

A:=M; und B:=M,
sind die beiden Tarifmerkmale mit
p:=n1 bzw. g:=n3
(nicht spezifizierten) Merkmalsauspragungen von A bzw. B. Offenbar gilt dann
t=p-q und n=p+q.
Zwecks Vereinfachung der Notation sei weiter

Xii=uy,i=1,...,p;
yji=uz2j,j=1,...,q.

AuBerdemseifuri=1,...,pundj=1,...,q
s;j := Gesamtschaden in Tarifzelle (i, j)

und
v;; := VolumenmaR fir die Tarifzelle (i, j)

ein ausgewahltes Volumenmalf (z. B. Anzahl der Jahreseinheiten) fir die Tarifzelle (i, j). Dann
ist
S
sbij:= 2" — schadenbedarf in Tarifzelle (i, )).
Vi,j

30



Hieraus ergeben sich die kumulierten VolumenmaRzahlen:
Vie :=Zj= 19v;; furi=1,...,p;

v.,—ZvU furj=1,...,q;

Offenbar sind die Werte v, bzw. v,; die kumulierten Volumenmale aller Risiken, deren
Merkmal A die i-te Auspragung hat, bzw. deren Merkmal B die j-te Auspragung hat. v..
ist das kumulierte VolumenmaR aller Risiken. Schreibt man die MaBzahlen v;; als (p x q)-
Matrix, so stellen die v;, die Zeilensummen und die v,; die Spaltensummen dar, wahrend
V.. die Summe aller Komponenten ist.

Analog definiert man die kumulierten Gesamtschaden:

q
Sie ::ZS"J furi=1,...,p;

j=1
o
S.j:=ZS[,j furj=1,...,q;
i= 1
q
See :_ZZS”_ZSl._ZS']
i=1j=1

Damit gilt

q
Sie =Zv,-,j-sbi,j furi=1,...,p;
j=1

p
S.j=ZVi,j'Sbi,j furj=1,...,q;

q
Z Vij-Sbij.
j=1

See =

m M*c m
» =

Hieraus ergeben sich die Marginaldurchschnitte

Sie .

Sbio := fari=1,...,p;
Vie
Sej . .

Sboj 1= farj=1,...,q;

und fur den Schadenbedarf die Gleichungen

¥
Gesamtschaden See —1Sij ﬁ:i Vi)

sb = = _

Kumulierte Volumenmalie v, Veo i=1j=1 Vee

-Sby;.

Mit diesen Bezeichnungen werden nun drei spezielle Ausgleichsverfahren vorgestelit.
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(1) Tarifierungsverfahren mit Marginaldurchschnitten

Der heuristische Ansatz dieses Verfahren besteht darin, die Marginalfaktoren als die nor-
mierten Marginaldurchschnitte der Risiken mit den jeweiligen Merkmalsauspragungen
zu definieren:

Sbio
MD . .
X, - = fari=1,...,p;
t sb P
Sbo'
MD._ 279 furj=1,...,q.
Y b J i q
Dieser Ansatz flhrt somit fur Risiken der Tarifzelle (i, j) auf die Nettorisikopramien
Sbio « Sbe;
BMD .= gp . xMD . yMD _ 770 70 op  yMD —xMD.gp o firi=1,...,p:j=1,...,q.
ij i j sb j i )

Die Tarifierung mit Marginaldurchschnitten liefert wegen des sehr einfachen Ansatzes im
Allgemeinen eher wenig zufriedenstellende Ergebnisse. Hier werden keine die Bestandss-
truktur nadher bericksichtigenden Zielfunktionen optimiert oder Gleichungssysteme zum
Ausgleich von Schadendaten und Pramien geldst. In der Praxis waren Weiterentwicklungen
erforderlich.

(2) Tarifierungsverfahren von Bailey und Simon

Der Ansatz von Bailey und Simon orientiert sich an der Abstandsfunktion des x2-Tests und
versucht die Marginalfaktoren x; und y; derart zu wahlen, dass die Summe

P.T, (sij— Vij-Sb-xi-yj)?
L(Xl,...,Xp,yl,...,yq):=ZZ
i=1j=1 Vij-Sb-Xi-Yyj

1 iiv_ (sbij—sb-xi-y;)?
sb 557 Xi* ¥j)

der gewichteten quadratischen Abstande zwischen den beobachteten Gesamtschaden s;;
und den kumulierten Nettorisikopramien v;;-bij = v;j-sb-Xx;-y; Uber alle Zellen minimiert
wird. Die LOsungen ergeben sich — nach Nullsetzen der partiellen Ableitungen - durch die
folgenden p + g nichtlinearen Bestimmungsgleichungen

2
q ... 5P
j=1 YL/ Ty .
Xi=y\|—=g——— furi=1,....p;
\ j=1 VijYi
2
p V..,Sbi'j
i=1 YL X L
Yi=\|—p —— furj=1....q
\ i1 Vij Xi

Diese nichtlinearen Fixpunktgleichungen sind im Allgemeinen nicht explizit I6sbar. Die Ubli-
che Fixpunktiteration konvergiert aber in der Regel fir einen (nahezu beliebigen) Startvek-

tor ©) ©
,...y©)

mit positiven Komponenten y}o) > 0 sehr rasch. Mit den Grenzwerten x und y].* dieser
Iteration ergeben sich die Marginalfaktoren

x*
BS i
x> =—— fari=1,...,p;
! vsb

yx
BS J . .
y>®i=— flurj=1, ,q
J sb
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und somit die Nettorisikopramien

bl.BjS :=sb-x?s-yj'.35:xl."‘ yp furi=1,...,pj=1....q.
Die Marginalfaktoren sind in diesem Verfahren nicht eindeutig bestimmt, denn mit Marginal-
faktoren Xx;, y; I6sen trivialerweise auch A - xi, yj/A mit A > 0 die Bestimmungsgleichungen.
So wirken sich andere Startwerte zwar auf die Marginalfaktoren aus, nicht aber auf die
Nettorisikopramien.

Das Verfahren von Bailey und Simon reagiert wegen der Berlicksichtigung quadratischer
Abstande empfindlich auf AusreiBer in den einzelnen Tarifzellen und Uberschatzt systema-
tisch den beobachteten Gesamtschaden. Dennoch wurde es von 1962 bis zur Deregulierung
1994 zur Tarifierung in der deutschen Kraftfahrtversicherung eingesetzt.

(3) Marginalsummenverfahren

Das Marginalsummenverfahren wird vom GDV seit 1995 zum Ausgleich von Schaden-
aufwanden und Nettopramien eingesetzt. Der Ansatz ist einfach und naheliegend: FUr jede
Auspragung eines der beiden Merkmale sollen die kumulierten Nettorisikopramien mit den
kumulierten Gesamtschaden Ubereinstimmen. Die Grundlage der Bestimmung der Margi-
nalfaktoren sind somit die folgenden Marginalsummengleichungen:

q q q g q
]

E Vij-bij= E Vij-Sb-Xi-yj=5b-X;- E Vijyj= E Sij = Sie = E Vij-Sbij

j=1 j=1 j=1 J=1 j=1

fari=1,...,p;

p p p P p
D Vijrbij= D VijsbeXi-yj=Sb-yj- D Vij-Xi= D Sij=5¢= ) Vij-Sbi]
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

furj=1,...,q.

Die Marginalsummengleichungen stellen ein nichtlineares Gleichungssystem mit p + g Glei-
chungen und p + g Unbekannten (x1,...,Xp, y1,...,Yq) dar. LOsungen existieren, wenn alle
p - q Zellen besetzt sind. Die Marginalsummengleichungen lassen sich in das folgende Sys-
tem von Fixpunktgleichungen uberflhren:
! Sie firi=1
Xi= ari=1,...,p;
sb-3L,vij-y
! Sej
Yi=

furj=1,...,q.
Sb-zlp=1 Vi) Xi

Ausgehend von einem Startvektor
0 . (0 .
(y(l),...,ygo)) mlty})>0,j=1,...,q,

konvergiert die herkdmmliche Fixpunktiteration in der Regel schnell. Im Falle der Konver-
genz der Iteration ergeben sich die Grenzwerte als Marginalfaktoren

x> furi=1,...,p;

yj'."'S firj=1,...,q.

Analog zu den Gegebenheiten beim Verfahren von Bailey und Simon sind die Lésungen
(xa"s,...,xg"s,yg"s,...,yg"s) der Marginalsummengleichungen, also die Marginalfaktoren,
abhangig von dem Startvektor und somit nicht eindeutig bestimmt, aber die (in die Net-
torisikopramien eingehenden) Produkte x:.V'S -yj'.V'S sind unabhangig von dem Startvektor.
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Die Nettorisikopramien fur die Tarifzelle (i, j) ergeben sich als
b:."'js :=sb-xi."'5-yj'."'S firi=1,...,p;j=1...,q.

Grundsatzlich ist es fur das Vorgehen der Tarifierungsverfahren unerheblich, wie viele Merk-
male vorliegen, also wie groB r ist. Die vorgestellten Verfahren gingen zwecks Vereinfa-
chung jeweils von zwei Merkmalen, also dem Fall der (zweifachen) Kreuzklassifikation
und r = 2 aus. Insbesondere flir numerische Verfahren ist diese Annahme aber hilfreich,
da fur diesen Fall die Existenz von Ldésungen weitgehend gesichert und in der Literatur
beschrieben ist.

Lernergebnisse (B2)

Die Studierenden kénnen die Begriffe und die Unterschiede zwischen Risiko- und Tarif-
merkmalen beschreiben. Sie sind zudem in der Lage, multiplikative und additive Tarif-
modelle sowie den Ansatz der Kreuzklassifikation zu erklaren. Sie kénnen auRerdem die
Anwendung der wichtigsten Tarifierungsverfahren der verteilungsfreien Ausgleichung be-
schreiben.

2.3 Auswahl der Tarifmerkmale

Kerninhalte
e Korrelationsanalyse

e Multikollinearitat

e Gemeinsame Verteilung, Randverteilung, Copula

Die Auswahl der Tarifmerkmale erfolgt in einem mehrstufigen und zum Teil iterativen Pro-
zess. Die einzelnen Schritte werden nachfolgend erlautert.

(1) Ermittlung und Analyse von Risikomerkmalen

Die Grundlage der Tarifierung ist zunachst die statistische Analyse der Risiken. Gesucht
sind solche Merkmale, die statistisch signifikant mit den Schadenaufwendungen korrelieren.
Dieses Vorgehen erfordert Daten zweierlei Arten:

¢ Schadenarten mit Angaben Uber die Anzahlen und die Héhen der einzelnen Schaden
pro Risiko und Periode;

e Bestandsdaten mit Angaben Uber die Auspragungen diverser potenziell relevanter
Merkmale der der Erhebung zugrunde liegenden Risiken.’

Diese Analyse wird auf Instrumente der multivariaten Statistik zurlckgreifen. Im Kontext
der Regression stellen die Schadenaufwendungen den Regressanden dar, der durch die Ri-
sikomerkmale, die Regressoren, maoglichst gut zu erklaren ist. Im Wesentlichen kommt es
darauf an, solche (Risiko-)Merkmale ausfindig zu machen, die stark mit den Schadenauf-
wendungen korrelieren. Hierfur wird bei numerischen Daten in der Regel mit dem (Pearson-
schen) Korrelationskoeffizienten operiert, wahrend bei ordinal skalierten Daten Spear-
mans Rangkorrelationskoeffizient eingesetzt werden kann. Auch grafische Verfahren
kommen hier mitunter zum Einsatz. Dies klingt zunachst unproblematisch. Wegen der fol-
genden Aspekte ist das Vorgehen bei den genannten Ansatzen wenig standardisiert:

e Die Auswahl der potenziellen Risikomerkmale wird permanent zu Uberprifen sein. Im-
mer wieder werden sich durch neue Erkenntnisse der Risikoanalyse neue Merkmale
ergeben, die potenziell geeignet sind, als Tarifmerkmal zu fungieren. Insofern sind die
Bestandsdaten dauerhaften Anderungen ausgesetzt.

17vgl. Abschnitt 2.1,
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e Merkmale, die eine sehr geringe Korrelation zu den Schadenaufwendungen aufweisen
und deshalb scheinbar keinen Erklarungsgehalt aufweisen, sind nicht gleich zu verwer-
fen. Es kann namlich sein, dass in den spateren Schritten bei Ansatzen der multiva-
riaten Statistik diese Regressoren wieder substantiell an Bedeutung gewinnen. So gilt
es, die ggf. komplizierten Wirkungszusammenhange der gegebenen Risikomerkmale
moglichst vollstandig zu analysieren.

e Die Datenqualitat der zu untersuchenden potenziellen Risikomerkmale kann sehr
unterschiedlich sein. Insbesondere die Vollstandigkeit und die objektive Messbarkeit
der Daten kdénnen kritische Kriterien sein.

e Besondere Aufmerksamkeit erfordern GroBschaden. Diese treten zwar nur selten auf,
haben aber ganz erheblichen Anteil am Gesamtschaden. Insofern kdnnen sie keines-
falls als AusreiRer aufgefasst werden, sondern sind trotz der geringen zugehdérigen Da-
tenmenge ganz besonders zu berlcksichtigen. Um den zufalligen Einfluss von GroR-
schaden auf z.B. Verfahren der Tarifkalkulation zu begrenzen, werden Methoden der
Kupierung und Umverteilung genutzt. Bei der Kupierung werden Schaden an be-
stimmten sog. Kupierungsgrenzen , gestutzt” bzw. ,abgeschnitten”, d.h. pro Schaden
stellt die Kupierungsgrenze die maximale Hohe dar, mit denen Schadenaufwendungen
in den weiteren Analysen berlcksichtigt werden. Unter Umverteilung werden Metho-
den verstanden, den ,abgeschnittenen” Schadenaufwand geeignet bei der Pramien-
kalkulation zu bertcksichtigen, z.B. Uber eine additive oder multiplikative Umlage auf
alle Schaden eines (Kalkulations-)Kollektivs oder eines bestimmten Teilkollektivs.

e SchlieRlich ist darauf hinzuweisen, dass die Korrelationsanalyse die Klarung des kau-
salen Einflusses der vermeintlichen Risikomerkmale auf die Schadenaufwendungen
bekanntlich nicht ersetzen kann. Insofern ist hier und vor allem spater bei der Auswahl
der Tarifmerkmale auf etwaige Scheinkorrelationen zu achten.

(2) Auswahlkriterien einzelner Tarifmerkmale

Aus den in (1) identifizierten Risikomerkmalen sind unter Berlcksichtigung verschiedener
Kriterien solche auszuwahlen, die als Tarifmerkmale der anschliefRenden Zuordnung von
(Tarif-)Pramien zugrunde gelegt werden. Diese Auswahl der Tarifmerkmale bewegt sich da-
bei zwischen zwei Extremen:

e Der vdllige Verzicht auf Tarifmerkmale fUhrt dazu, dass alle Risiken - trotz tatsach-
lich gegebener Heterogenitat - gleich behandelt werden und somit der Bestand der
versicherten Einheiten als Solidargemeinschaft gesehen wird.

e Zieht man andererseits Tarifmerkmale und deren Auspragungen in nahezu unbegrenz-
tem Male zur Tarifierung heran, so kommt man immer dichter an die individuellen Ri-
sikostrukturen heran und im Grenzfall wird fUr jedes einzelne Risiko eine (unterschied-
liche) verursachungsgerechte Pramie festgelegt.

Die Notwendigkeit zur Pramiendifferenzierung durch die Auswahl von Tarifmerkmalen er-
gibt sich dabei mitunter schon allein durch das Verhalten der Konkurrenz am Markt und
den damit verbundenen potentiellen Selektionseffekten. In Markten mit hoher Pramiendif-
ferenzierung besteht namlich bei Unternehmen mit geringer bis keiner Differenzierung der
Pramien die Gefahr der Antiselektion, also des Ubergewichts ,schlechter” unterfinanzierter
Risiken.

Tendenziell hat die Liberalisierung der Versicherungsmarkte seit 1994 dazu gefuhrt, dass
die Anzahl der Tarifmerkmale eher gestiegen ist — trotz der Effekte des Diskriminierungs-
verbots, insbesondere dem Gebot der Unisextarifierung seit 2012. BegUnstigt wurde diese
Entwicklung durch die technologischen Fortschritte, die eine erhebliche Ausweitung der An-
zahl der Tarifmerkmale administrativ erst méglich machte.

Nachfolgend werden die wichtigsten Kriterien fir die Auswahl von Tarifmerkmalen darge-
stellt, die bei den anzuwendenden Verfahren nicht immer alle erflllt sein werden:
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Erklarungsgehalt, Signifikanz (BestimmtheitsmaR)

Selbstverstandlich sollte eine hohe statistische Signifikanz des Einflusses der auszu-
wahlenden Tarifmerkmale auf die Héhe der Schadenaufwendungen gegeben sein. Zu-
satzlich zum Korrelationskoeffizienten wird in der Regressionsanalyse hierfir die Kenn-
zahl des BestimmtheitsmalBes verwendet.

Wechselwirkungen der Tarifmerkmale

Die ausgewahlten Tarifmerkmale sollten untereinander mdéglichst stochastisch unab-
hangig sein. Andernfalls kdnnte es z.B. passieren, dass zwei Merkmale die zufalligen
Schadenaufwendungen beide relativ gut erklaren kénnen, aber auf eine sehr ahnliche
Weise, so dass es nicht sinnvoll ist, beide Merkmale zu verwenden. So weisen z.B.
die PS-Starke und der Fahrzeugtyp hohe Wechselwirkungen auf. Im Kontext der (multi-
plen) Regressionsanalyse spricht man von Multikollinearitat, wenn die verwendeten
Tarifmerkmale untereinander korreliert sind. Multikollinearitat kann zu Verzerrungen
bei der Schatzung der ZielgréBen (hier: Pramien) flihren. So kénnten gleichartige Ein-
flisse falschlich mehrfach in die Pramien eingehen, vgl. Mack (2002), Kap. 2.3.1.

Bei nicht unabhangigen Tarifmerkmalen kann es je nach Tarifierungsverfahren auch
angemessen bzw. notwendig sein, die dann vorhandenen Wechselwirkungen der Tarif-
merkmale im Tarif abzubilden.

Zulassigkeit

Die Auswahl der Tarifmerkmale flr die Kalkulation muss aufsichtsrechtlich zuldssig
sein. So darf die Auswahl insbesondere nicht gegen das Diskriminierungsverbot ver-
stoRen, so dass z. B. die Risikomerkmale Geschlecht und Nationalitat als Tarifmerkmal
nicht in Frage kommen.

Messbarkeit, objektive Uberpriifbarkeit

FUr eine praktikable Tarifkalkulation ist es erforderlich, dass die Auspragungen der Ta-
rifmerkmale méglichst eindeutig messbar sind, so dass eine objektive Uberpriifbarkeit
vorliegt. Die KérpergroBe, das Alter, der Wohnort und der Hubraum eines PKW sind
diesbezlglich geeignete Merkmale; der Gesundheitszustand, das Reaktionsvermdgen
und die Neigung zum Versicherungsbetrug sind hingegen weniger geeignet bis unge-
eignet. Hier spricht man von ,harten” bzw. ,weichen” Merkmalen.

Anzahl der Tarifmerkmale, Verwaltbarkeit

Die Anzahl der ausgewahlten Tarifmerkmale sollte der Maxime ,,So viele wie nétig, so
wenig wie méglich" folgen. Es ist also mitnichten das Ziel, méglichst viele Tarifmerk-
male festzulegen. Vielmehr gilt es, mit mdéglichst wenigen Tarifmerkmalen moglichst
viel Uber die Hohe der Versicherungsleistungen erklaren zu kdnnen.

Stabilitat, Robustheit

Die Auspragungen der Tarifmerkmale sollten in der Zeit moéglichst stabil sein und moég-
lichst keinen unvorhersehbaren Anderungen unterliegen. Z.B. das Merkmal jéhrliche
Kilometerleistung erflllt diesen Anspruch u.U. nicht, wird aber dennoch in der Kraft-
fahrtversicherung herangezogen.

Bezug zu den versicherten Risiken, Akzeptanz, Glaubwiirdigkeit

Es liegt nahe, dass die ausgewahlten Tarifmerkmale einen mdglichst eindeutigen und
klaren Bezug zu den versicherten Risiken haben sollen. Andernfalls ware die Akzep-
tanz und Glaubwirdigkeit der Tarifierung seitens der Kunden stark gefahrdet. Manche
Studien weisen z. B. das Sternzeichen als signifikantes Risikomerkmal aus — wohl ohne
dass die Versicherer ernsthaft an dessen Auswahl denken.

Imageaspekte, Geschaftspolitische Bedeutung

Die ausgewahlten Tarifmerkmale haben den mit der Verwendung ggf. verbundenen
Imageaspekt zu berlcksichtigen. So kdnnte die Verwendung eines hoch signifikanten,
aber potenziell das Image schadigenden Risikomerkmals ebenso verworfen werden,
wie ein eher belangloses, aber das Image férdernde oder geschaftspolitisch dienliches
Merkmal - wie etwa umweltfreundlicher Antrieb bei PKW - herangezogen wird.

36



(3) Auswahlmethoden der Gesamtheit der Tarifmerkmale

Wie bereits in (2) zu dem Kriterium der Unabhangigkeit angesprochen wurde, reduziert sich
die Auswahl der Tarifmerkmale nicht auf die isolierten Fragen, ob einzelne Risikomerkmale
als Tarifmerkmale herangezogen werden sollen. Vielmehr sind auch die Abhangigkeiten der
Merkmale untereinander zu berlcksichtigen. Insofern liegt der Auswahl der Tarifmerkmale
ein Mehrzielproblem zugrunde:

e Einerseits sollen die Tarifmerkmale (Regressoren) — aufgefasst als Zufallsvektor - das
Schadenaufkommen (Regressand) maoglichst gut erklaren, etwa gemessen an dem
multiplen BestimmtheitsmaR.

e Andererseits sollen die Tarifmerkmale untereinander moglichst stochastisch unab-
hangig bzw. sollten ihre Wechselwirkungen méglichst vollstandig analysiert sein.

Offensichtlich kdnnen diese Ziele konkurrieren, so dass Abwagungen beider Kriterien vor-
zunehmen sind. Die Gegebenheiten werden nachfolgend kurz formal dargestellt.

Fur Tarifmerkmale (Zufallsvariablen) (X1, X2,..., X;) wird die gemeinsame Verteilung als

bezeichnet. Flr statistische Verfahren ist in der Regel ideal, wenn die Zufallsvariablen
(X1, X2, ..., Xr) stochastisch unabhangig sind. Dann ergibt sich die gemeinsame Verteilung
als ProduktmaR der r Randverteilungen der einzelnen Zufallsvariablen:

PXLX2.Xr) = pXL g PX2 g ... @ PXr

Dieser ideale Fall liegt in der Regel nicht vor. Stattdessen werden meist mindestens zwei
Merkmale nicht stochastisch unabhangig sein, so dass die zugehérigen bedingten Vertei-
lungen zu betrachten sind. Etwa fur den in Abschnitt 2.2.3 dominierenden Fall r = 2 ergabe

sich die Faktorisierung
pX1.X2) — pX1 g pX2 IX1'

bei r = 3 Merkmalen hingegen die Darstellung

pX1.X2,X3) — pX1 g pX21X1 g pX3|(X1,X2)

Ganz offensichtlich steigt der Grad der Komplexitat mit wachsendem r erheblich. Moder-
nere Ansatze erfassen die in der gemeinsamen Verteilung enthaltenen Abhangigkeiten der
Merkmale durch den Einsatz von Copulas.

Da in die Auswahl der Tarifmerkmale wie dargestellt eine Fllle unterschiedlicher Kriterien
und Zielsetzungen eingehen, ist ihre konkrete Auswahl keine leichte Aufgabe, insbesondere
wegen der z. T. konkurrierenden Ziele. Fir das methodische Vorgehen stehen verschiedene
mehr oder weniger auf die Tarifierung zugeschnittene Ansatze zur Verfiigung:

e Die Auswahl von Merkmalen mit einem signifikanten Einfluss auf eine ZielgroR3e ist
ein klassisches Problem der multivariaten Statistik, das insbesondere mit Hilfe der
multiplen Regressionsanalyse geldst werden kann.

e Bei dem sogenannten Verfahren der schrittweisen Auswahl werden die Besonder-
heiten der Tarifierung berlcksichtigt. Die Basis dieses Verfahrens ist ein statistischer
Test, der die Signifikanz eines (weiteren) Merkmals auf den Erwartungswert der Scha-
denaufwendungen (Zielgré3e) unter der Annahme, dass zuvor bereits kK Merkmale aus-
gewahlt wurden, bemisst. Da es verschiedene solche SignifikanzmaRe gibt, existieren
auch unterschiedliche Tests und somit verschiedene Varianten des Verfahrens. Das
eigentliche Verfahren verlauft iterativ in mehreren Schritten:

- Auswahl: Sind bereits k Merkmale ausgewahlt, so wird zunachst das (k + 1)-te
Merkmal bestimmt, das die héchste (bedingte) Signifikanz fir die gegebenen k
Merkmale aufweist.
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- Prufung: Sind nun alle kK + 1 Merkmale, gegeben die anderen, signifikant, so liegt
eine neue Auswahl signifikanter Merkmale vor und es folgt ein weiterer Auswahl-
schritt. Andernfalls werden sukzessive die Merkmale eliminiert, die (bedingt) nicht
signifikant sind. Wenn dabei eine bereits vorhandene Auswahl generiert wird, ist
das Verfahren beendet.

Lernergebnisse (B2)

Die Studierenden kdnnen mit Hilfe der Korrelationsanalyse Risikomerkmale ermitteln.
Die Studierenden kennen die wichtigsten Auswahlkriterien fir Tarifmerkmale.

Die Studierenden kennen die wichtigsten Methoden zur Auswahl der Tarifmerkmale.

2.4 Einsatz verallgemeinerter linearer Modelle in der Tarifierung

Kerninhalte
e Multiples Lineares (Regressions-)Modell

e Verallgemeinertes lineares Modell

e Link-Funktion

Herkdmmliche Modelle der multiplen linearen Regression verwenden zur Tarifierung
Ansatze, die die ZielgroRe (Regressand)

Y = Schadenaufwand
durch eine lineare Funktion der EinflussgroBen (Regressoren)
X :=(X1,X2,..., X)) =Tarifmerkmale

zu erklaren versuchen. Das zugehdrige multiple lineare Regressionsmodell lautet

.
Y=ao+ y,ai-Xi+&
i=1

Dabei ist € eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert 0, die den Modellfehler
reprasentiert und stochastisch unabhangig von X ist. Fir gegebene Auspragungen (Reali-
sierungen)

X :=(x1,X2,...,Xr) = Realisierungen von X

ist somit

;
H(x) =E[Y | X=x]=ao+ D ai-Xi. (2.22)
i=1
Die verallgemeinerten linearen Modelle erweitern diesen Ansatz durch Verwendung
einer streng monoton wachsenden Transformation g : R — R. Fur diese sogenannte Link-
Funktion soll namlich nicht mehr der (bedingte) Erwartungswert u(x) aus (2.22) selbst
eine lineare Funktion in x sein, sondern der transformierte Erwartungswert

g =g(EY|X=x])=ao+ ), ai-Xi (2.23)
i=1

Mit der inversen Link-Funktion g—! : R — R geht (2.23) Uber in die &quivalente Beziehung

pux)=g-* (Go + Zai 'Xi)-
i=1

Das zugehorige verallgemeinerte lineare Modell (GLM) lautet

,
y=g1! (ao+2ai-Xi)+§.
=1
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Dabei muss die den Modellfehler beschreibende (zentrierte) Zufallsvariable é hier nicht
mehr normalverteilt sein und auch nicht mehr unabhangig von X sein.

Im Kontext der Tarifierung wird haufig die Link-Funktion
g(t)=In(t), t>0,

verwendet, die auf die sogenannten log-lineare Modelle

.
u(x) = exp(ao + Y ai-xi)
=1

fGhren. Mit einem solchen GLM kénnten also im Rahmen der Tarifierung die logarithmierten
erwarteten Schadenaufwande In(u(x)) z. B. in der Kraftfahrtversicherung als Linearkombi-
nation der Realisierungen ausgewahlter (numerischer) Tarifmerkmale wie PS-Starke (X1) ,
(voraussichtliche) jahrliche Fahrleistung in km (X3) etc. beschrieben werden.

Speziell fur genau zwei Merkmale (r = 2) und den Ansatz Poisson-verteilter Schadenaufwan-
de Uberfuhrt der hier beschriebene log-link-Ansatz das urspringliche Poisson-Modell in das
Marginalsummenverfahren, d.h. genauer, dass die ML-Schatzer fur die Poisson-Parameter
der Schadenverteilungen durch die Losungen Marginalsummengleichungen gegeben sind,
vgl. auch Abschnitt 2.8 (1).

Weitere Ausfuhrungen zum Einsatz verallgemeinerter lineare Modelle im Rahmen der Tari-
fierung finden sich bei Buse et al.

Lernergebnisse (B3)
Die Studierenden kénnen einfache verallgemeinerte lineare Modelle fur die Zwecke der
Tarifierung einsetzen.

2.5 Basismodelle der Schadenreservierung

Kerninhalte
e Spatschaden

e Abwicklungsdreiecke

e Abwicklungsmuster

2.5.1 Grundlagen

Die Notwendigkeit, sich mit mathematischen Modellen und Methoden mit der Schadenre-
servierung zu beschaftigen, ergibt sich auch daraus, dass sich in manchen Zweigen der
Schadenversicherung der Prozess uber

e die Entstehung eines Schadens,

e die Entdeckung,

e die Meldung,

e die administrative Erfassung,

e die Bewertung und (hier vor allem)

bis hin zu der vollstandigen und abschlieBenden Regulierung (Abwicklung) eines Scha-
dens
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Uber mehrere Jahre hinziehen kann. Am Ende eines Geschaftsjahres sind somit in der Regel
noch nicht alle Schaden, die in dem Geschaftsjahr eingetreten sind, gemeldet oder voll-
standig abgewickelt. Als Spatschaden bezeichnet man daher einen Schaden, der bereits
eingetreten ist, aber von dem der Versicherer noch keine Kenntnis erlangt hat (echter oder
unbekannter Spatschaden) oder dessen Héhe er noch nicht kennt und daher noch keine
ausreichende Rickstellung gebildet hat. Somit werden folgende zwei Arten unterschieden:

e IBNR-Schaden'@ (Incurred But Not Reported) sind Schaden, die bereits entstanden,
aber noch nicht gemeldet worden sind.

e IBNER-Schaden (/ncurred But Not Enough Reserved) sind Schaden, die bereits ge-
meldet, aber noch nicht ausreichend reserviert sind.

Die Notwendigkeit der Schadenreservierung stellt sich grundsatzlich in allen Versicherungs-
zweigen, vor allem naturlich in den Zweigen mit langer Schadenabwicklung, d.h. in dem
sogenannten /ong tail business, etwa der Haftpflichtversicherung.

Die Schadenreservierung bestimmt auf Basis von Vergangenheitsdaten mit statistischen
Verfahren Schatzer fur die noch ausstehenden gesamten Versicherungsleistungen fur Be-
stande (also nicht fir die einzelnen Schadenfalle). Diese Schatzer (Pradiktoren) werden in
diesem Kontext auch als Reserven bezeichnet, sind aber von dem im Rahmen der Bilan-
zierung gangigen Begriff der Rickstellungen abzugrenzen.

Die Abwicklungsdauer n eines Schadens bzw. eines Bestandes ist die Anzahl der Jahre
vom Eintritt bis zur vollstandigen Abwicklung des Schadens bzw. (fast) aller Schaden des
Bestandes. Die statistischen Verfahren basieren im Wesentlichen auf den folgenden Daten
eines Bestandes:

e Anzahl der gemeldeten Schaden
e Summe der geleisteten (Schaden-)Zahlungen (paid losses)

e Summe der Schadenaufwande (incurred losses), also Summe aus Schadenzahlun-
gen und Einzelschadenreserven.

Die Daten werden in der Regel nach Anfalljahren (Jahr des Schadeneintritts) und Abwick-
lungsjahren strukturiert und in sogenannten Abwicklungsdreiecken dargestellt. Diese ta-
bellarischen Dreiecke enthalten entweder

e die Zuwachse oder
e die Schadenstande (= kumulierte Zuwachse)

der Schadenanzahlen, Schadenzahlungen oder Schadenaufwande fur Schaden aus den be-
trachteten Anfall- und Abwicklungsjahren. Bei Schadenanzahlen und Schadenzahlungen
sind in der Regel die Zuwachse positiv und (damit) die Schadenstande monoton wachsend.
Bei Schadenaufwanden kénnen dagegen wegen Neubewertungen der Spatschaden auch
negative Zuwachse und fallende Schadenstande auftreten. Ein Modell zur Schadenreser-
vierung beschreibt die Schadenstande und Zuwachse als Zufallsvariable und spezifiziert
die gemeinsame Verteilung aller Schadenstande und Zuwachse.

Das folgende Abwicklungsquadrat fur Schadenstande S;x aus Anfalljahr { und Abwick-
lungsjahr k (i, kK = 0,...,n) enthalt fir i+ k < n die beobachtbaren (im Modell noch
nicht als Realisierungen vorliegenden) Schadenstande (in blau). Diese bilden als Abwick-
lungsdreieck die Basis fur die Reservierungsverfahren zur Schatzung der nicht beobacht-
baren Schadenstande S; ¢ mit i+k > n+1 (in schwarz). Die gelb unterlegten Schadenstan-
de S;k mit i+k = n sind die aktuellen (beobachtbaren) Schadenstande. Die Schadenstande
Sin der letzten Spalte (oliv unterlegt) sind die Endschadenstande (englisch: ultimates),
deren Schatzung von besonderem Interesse ist.

18Genauer auch als echte IBNR-Schaden bzw. IBNyR-Schaden (Incurred But Not yet Reported) bezeichnet.
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Anfalljahr
0 So0,0 So1 e So,k e So,n—i e So,n—1 So,n
51,0 Si1 ... Sik ... Sin-i ... Sin-
i Sio Si1 .. Sik . Sin—i e Sin—1
n—k Sn—k0 Sp-k1 .- Sn—kk --- Sn—kn—i --- Sn—kn-1
n—1 Sp-1,0 Sp-11 ... Sn-1,k ... Sn—kn—i ... S1,n—1
n Snlo 5[7,1 . Sn,k fas Sn_kln_[ s Slln_l

Analog lassen sich Abwicklungsquadrate fur (beobachtbare und nicht beobachtbare) Zu-
wachse Z; ¢ darstellen. Allerdings kommt hier den Werten in der Diagonale und in der rech-
ten Spalte keine besondere Bedeutung zu.

Offensichtlich konnen die Schadenstande durch die Summation

k
Sik=2.Zij=Sik-1+Zik, Lk=0,....n,
j=0

aus den Zuwachsen berechnet werden. Entsprechend ergeben sich die Zuwachse durch die
Differenzenbildung

Sio fir k=0, )

Zik=1_" . =0,...,n.

bk {S,-,k—s,-,k_l furk=1,...,n, ! n

2.5.2 Abwicklungsmuster

Die Basis der Modellbildung fur die in Folge darzustellenden Methoden stellen Annahmen
Uber Abwicklungsmuster dar. Diese Muster unterstellen fir ausgewahlte zentrale Kenn-
zahlen der Schadenabwicklung bestimmte Systematiken und erklaren die Abweichungen
von diesen systematischen GréRen (Erwartungswerten) als zufallige und unsystematische
Schwankungen. Nachfolgend werden die wichtigsten dieser Abwicklungsmuster dargestellt.

(1) Abwicklungsmuster fir Anteile

Als Abwicklungsanteil oder kurz Anteil wird fir jedes Anfalljahr i der erwartete Zuwachs
im k-ten Abwicklungsjahr im Verhaltnis zu dem erwarteten Endschadenstand definiert, also
die GroRe

E[Z;
Anteil des k-ten Abwicklungsjahrs fur das i-te Anfalljahr = % Lk=0,...,n.
in

Die Annahme eines Musters entspricht der Modellvorstellung, dass diese Anteile unabhan-
gig von dem Anfalljahr i seien. Dann gibt es also Parameter 3¢, 91, ..., 95 mit

E[Zik]

=——, ,k=0,...,n.
E[Si,n]

k
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Offenbar gilt
n
Z S =1.
k=0

Bei Schadenanzahlen oder Schadenzahlungen wird in der Regel
9>0, k=0,...,n,

gelten.

(2) Abwicklungsmuster fiir Quoten

Als Abwicklungsquote oder kurz Quote wird fir jedes Anfalljahr i der erwartete Scha-
denstand im k-ten Abwicklungsjahr im Verhaltnis zu dem erwarteten Endschadenstand de-
finiert, also die GroRe

E[Sik]

—, k=0,...,n.
E[Sin]

Quote des k-ten Abwicklungsjahrs flur das i-te Anfalljahr =

Das angenommene Abwicklungsmuster setzt an, dass diese Quoten unabhangig von dem
Anfalljahr i seien. Dann gibt es Parameter yo, yY1,..., ¥n mit

E[Si«k]

= , Lk=0,...,n.
E[Sin]

Yk

Es gilt v, = 1. Bei Schadenanzahlen oder Schadenzahlungen werden diese Quoten in der
Regel streng monoton anwachsen, d. h. es gilt

Yo<VY1<...<Y¥n=1Ll

(3) Abwicklungsmuster fiir Faktoren

Als Abwicklungsfaktor oder kurz Faktor wird fir jedes Anfalljahr i der erwartete Schaden-
stand im k-ten Abwicklungsjahr im Verhaltnis zu dem erwarteten Schadenstand im (k—1)-
ten Abwicklungsjahr definiert, also die GrolRe

E[Sik]

E[Sik-1]
k=1,...,n;i=0,...,n.

Faktor des k-ten Abwicklungsjahrs fir das i-te Anfalljahr =

Das Abwicklungsmuster nimmt an, dass diese Faktoren unabhangig von dem Anfalljahr i

seien. Dann gibt es Parameter @1, @2, ..., o5 mit
E[Sik
<P/<=—[ ik] , 1,...,n;i=0,...,n
E[Sik-1]

Bei Schadenanzahlen oder Schadenzahlungen wird fur diese Faktoren in der Regel
o«k>1, k=1,...,n,

gelten.

(4) Abwicklungsmuster fur Schadenquotenzuwachse
Manche Ansatze verwenden in der Schadenreservierung neben den Schadenanzahlen und

-standen noch weitere Kennzahlen einbezogen, die mit den (Spat-)Schaden direkt nichts
zu tun haben, aber als geeignete MalRzahlen der unterschiedlichen Anfalljahre fungieren.
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Diese BezugsgroRen fur die Anfalljahre werden allgemein als VolumenmaRBe mg, 11, ..., T,
bezeichnet. Haufig verwendet man in Anwendungen die Pramieneinnahmen der Anfall-
jahre als diese Volumenmafe. Dann bilden fur jedes Anfalljahr i die erwarteten Schadenzu-
wachse im k-ten Abwicklungsjahr im Verhaltnis zu den (deterministischen) VolumenmafRen,
also die GrofSen
E[Zi«]
T
die erwarteten Schadenquotenzuwachse.

Ein Abwicklungsmuster fur diese erwarteten Schadenguotenzuwachse unterstellt, dass es
Parameter go, {1, ..., Cn gibt mit

E[Zi«
Ok = = ], Lk=0,...,n.
T

Sowohl die Anteile E[Z; k]/E[Sin] als auch die erwarteten Schadenquotenzuwachse

E[Z; k]/m; operieren im Zahler mit den erwarteten Schadenzuwachsen E[Z; x]. Die Anteile
setzen diese ins Verhaltnis zu den erwarteten Endschadenstanden E[S; 5], die erwarteten
Schadenquotenzuwachsen hingegen zu den VolumenmafBen ;.

Der relative Unterschied der beiden Ansatze wird somit durch die erwarteten Endscha-
denquoten
E[Si,n]

TT;

, i=0,...,n,

erfasst.

Die Anteile, Quoten, Faktoren und auch die Schadenquotenzuwachse lassen sich ineinander
umrechnen.

Lernergebnisse (B2)

Die Studierenden kennen den Begriff der Spatschaden.

Die Studierenden kennen die in Abwicklungsdreiecken und Abwicklungsquadraten erfass-
ten Zufallsvariablen bzw. Daten.

Die Studierenden kennen die wichtigsten Abwicklungsmuster flir einschlagige Kennzahlen
der Entwicklung von Spatschaden.

2.6 Basisverfahren der Schadenreservierung

Kerninhalte
e Chain-Ladder-Verfahren
e Loss-Development-Verfahren

Additives Verfahren

Cape-Cod-Verfahren

e Bornhuetter-Ferguson-Verfahren

In Abschnitt 2.5 wurden die Basismodelle der Schadenreservierung vorgestellt. Diese sto-
chastischen Modelle sind von Verfahren oder Methoden der Schadenreservierung ab-
zugrenzen. Unter einem Verfahren wird hier ein Algorithmus verstanden, der vorgibt, wie
aus den verfugbaren Daten Schatzwerte (Pradiktoren) flr die Reserven, die nichtbeobacht-
baren Zuwachse oder die nichtbeobachtbaren Schadenstande sowie Schatzer flr deren
Erwartungswerte berechnet werden.

Die Verfahren der Schadenreservierung verwenden z.T. sehr unterschiedliche Informatio-
nen:
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Daten, die sich aus den Zuwachsen oder Schadenstanden des Abwicklungsdreiecks
ergeben;

unternehmenseigene Abwicklungsdaten aus anderen, aber vergleichbaren Bestanden;

Marktstatistiken fUr vergleichbare Bestande;

VolumenmafRe, etwa Pramiensumme oder Anzahl der Risiken, flUr den betrachteten
Bestand.

Nachfolgend werden die wichtigsten Verfahren der Schadenreservierung dargestellt:

(1) Chain-Ladder-Verfahren

Das Chain-Ladder-Verfahren ist sicher das bekannteste Verfahren der Schadenreservierung.
Es beruht auf der Annahme, dass es ein Abwicklungsmuster fiir Faktoren gibt. Als Schatzer
dieser Faktoren werden die Chain-Ladder-Faktoren

n—k . _
~CL . Z/'=0 Sik kS Sjk
(Pk .=—n—k = —Kk .5' , k:l'.__'n,
200 Sik=1  j=0 2p_oShk-1 jk-1

verwendet. Diese Schatzer setzen fir den Faktor des k-ten Abwicklungsjahrs die Summe
samtlicher (beobachtbaren) Schadenstande im k-ten Abwicklungsjahr zur Summe der zu-
gehorigen (beobachtbaren) Schadenstande im (k — 1)-ten Abwicklungsjahr ins Verhaltnis.
(Der ebenfalls beobachtbare Schadenstand Sp_k+1 k-1 geht nicht ein, da die BezugsgrolRe
Sn—k+1,k hicht beobachtbar ist.) Alternativ kbnnen die Chain-Ladder-Faktoren (ﬁf" als ge-
wichtetes arithmetisches Mittel der beobachtbaren Faktoren

Sjk
L k=1,...,mj=0,...,n—k,
Sj k-1
mit den Gewichten
Sj k-1 .
M k=1,...,mj=0,...,n—k,
n—k
Yo Shk-1

aufgefasst werden.

Bei dem Chain-Ladder-Verfahren werden alle beobachtbaren Schadenstande verwendet.
Weitere Daten gehen nicht ein. Hier werden die aktuellen Schadenstande S;,—;, i=0,...,n,
aus der Diagonale des Abwicklungsdreiecks mit Hilfe der Chain-Ladder-Faktoren sukzessi-
ve auf das Niveau der spateren Abwicklungsjahre k = n— i+ 1,...,n hochgerechnet. Die
Ergebnisse

k
St=Sin—i- [] @t =0g"-S5; mitSTh =Sip—i, i=0,...,nmk=n—i...,n,
j=n—i+1

werden als Chain-Ladder-Pradiktoren (fir die erwarteten Schadenstande) bezeichnet
und konnen rekursiv berechnet werden.

Ahnliche Verfahren sind das Grossing-Up-Verfahren und das Marginalsummenverfah-
ren. Da die zugehodrigen Modellannahmen zu aquivalenten Abwicklungsmustern fuhren,
sind die Pradiktoren der erwarteten Schadenstande bei den drei genannten Verfahren iden-
tisch.
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(2) Loss-Development-Verfahren

Das Loss-Development-Verfahren unterstellt ein Abwicklungsmuster fir Quoten und dass
fur diese Quoten Yo, ¥1,..., ¥Yn—1, Yn A-priori-Schatzer

?Or ’?11 ey '?n—lr '?n
mit ¥, = 1 vorliegen.

Beim Loss-Development-Verfahren werden die aktuellen Schadenstande S;,—;, i=0,...,n,
per Division durch den Schatzer ¥,—; auf das Niveau des letzten Abwicklungsjahrs n hochge-
rechnet und mit dem Faktor ¥ auf das Niveau des k-ten Abwicklungsjahrs zurlick skaliert.
Die zugehdrigen Schatzer

k =Yk = ==
Yn—i  Yk-1

werden als Loss-Development-Pradiktoren bezeichnet.

o1 mltS'-D =Sin-i, (=0,...,mk=n—i...,n,

Bei dem Loss-Development-Verfahren gehen lediglich die aktuellen Schadenstande und die
A-priori-Schatzer der Quoten in das Verfahren ein.

(3) Bornhuetter-Ferguson-Verfahren

Bei dem 1972 entwickelten Bornhuetter-Ferguson-Verfahren geht man gegeniber dem Loss-
Development-Verfahren noch einen Schritt weiter, indem - zusatzlich zu der Annahme eines
Abwicklungsmusters fiir Quoten und vorliegenden A-priori-Schatzern Yo, ¥1, ..., ¥n—1, Yn -
auch A-priori-Schatzer

aO: all ey an—L an

fir die erwarteten Endschadenstande
a;:=E[S;n], i=0,...,n,
vorliegen.

Beim Bornhuetter-Ferguson-Verfahren werden die aktuellen Schadenstande S; ,—;,
{=0,...,n, mit Hilfe der A-priori-Schatzer linear fortgeschrieben. Die Schatzer

S8 i=Sin-i+(¥k—¥n-0)-0;, (=0,....,n;k=n—i...,n,

werden als Bornhuetter-Ferguson-Pradiktoren bezeichnet. Durch die Differenzenbil-
dung

2EE :=§l.BF SF’E L =(k—Vk-1)-@i=9-a;, i=0,....,n;k=n—i...,n,
werden die Bornhuetter-Ferguson-Pradiktoren fir die Zuwachse errechnet. Diese sind voll-

standig unabhangig von den aktuellen Schadenstanden, hangen also nur von den A-priori-
Schatzern ab.

Bei dem iterierten Bornhuetter-Ferguson-Verfahren werden nach der ersten Anwen-
dung des Verfahrens die Pradiktoren SBF der Endschadenstande als verbesserte A-priori-
Schatzer der erwarteten Endschadenstande a; betrachtet und in einem zweiten Verfahrens-
schritt an Stelle von ag, a1, ..., On—1, On Vverwendet. Die A-priori-Schatzer Yo, ¥1,..., ¥n—1, ¥n
der Abwicklungsquoten bleiben bei dem Verfahren unverandert, der Einfluss der A-priori-
Schatzer o, a1, ..., dpn—1, &n der erwarteten Endschadenstande wird hingegen schrittweise
reduziert. Dieses Vorgehen wird im Allgemeinen so lange wiederholt, bis sich Grenzwerte
einstellen und diese Grenzwerte sind die Pradiktoren des Loss-Development-Verfahrens.
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(4) Additives Verfahren

FUr das additive Verfahren findet man die alternativen Bezeichnungen Incremental-Loss-
Ratio-Verfahren oder Verfahren der anfalljahrunabhangigen Schadenquotenzu-
wachse. Das Verfahren basiert erstens auf der Annahme, dass es VolumenmafRe

To, M1, .., Mh—1, Mp

fur die Anfalljahre i = 0,..., n gibt — man denke hier vornehmlich an Pramieneinnahmen.
Zweitens unterstellt das Verfahren ein Abwicklungsmuster fir die erwarteten (Scha-
denquoten-)Zuwachse

E[Zik
[l'], i=0,...,n; k=n—i...,n,
T
so dass es Parameter Zo, C1, ..., Cn-1, Cn gibt, fur die
~  E[Zik] |
Cik= : , i=0,...,n; k=0,...,n,
T

gilt. Als Schatzer fur diese relativen Zuwachse werden die additiven Schadenquotenzu-
wachse

n—k
; n—k , .
Zj:() Zjk _ I, Zjk
n—k - n—k T
Yico W j=0 Zp—oTh T

verwendet, die offenbar in ihrer Struktur den Chain-Ladder-Faktoren ahneln. Die Schatzer
CQD setzen flr den Zuwachs des k-ten Abwicklungsjahrs die Summe der sdmtlichen (beob-

achtbaren) Zuwachse im k-ten Abwicklungsjahr ins Verhaltnis zur Summe der zugehoérigen
VolumenmaRe. Alternativ kdnnen die Schatzer CﬁD als gewichtetes arithmetisches Mittel
der beobachtbaren Quotenzuwachse

, k=0,...,n,

ZAD . _
ZpP =

Zik
2 k=0,...,n;j=0,...,n—k,
T
mit den Gewichten -
———, k=0,...,n;j=0,...,n—k,
n—k
h=0 Tth

dargestellt werden. Mit diesen Schatzern erhalt man die additiven Pradiktoren fir die
Zuwachse R R

282 =m-G°, i=0,...,nmk=n—i+1,...,n,
bzw. fir die Schadenstande

Kk Kk
SAYi=Sin-i+ ), ZpP =m;- > g, i=0,...,mk=n—i+1,...n
j=n—i+1 j=n—i+1

(5) Cape-Cod-Verfahren

Das Cape-Cod-Verfahren beruht wie das additive Verfahren auf der Annahme, dass es Vo-
lumenmale
T[OI T[ll feey Tfn—l, 7Tn

fr die Anfalljahre i = 0, ..., n gibt. AuBerdem unterstellt es ein Abwicklungsmuster flr
die Quoten und das Vorliegen von A-priori-Schatzern

:Y\OI :Y\ll Ny '?n—lf '?n
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fur die Quoten. SchlieBlich zeichnet sich dieses Verfahren dadurch aus, dass die erwarteten
Endschadenquoten

E[Sin]
ki , (=0,...,n,
T
als unabhangig vom Anfalljahr i angenommen werden, so dass einen Parameter k mit
E[Sin]
il =K, (=0,...,n,
T

gibt. Diese erwartete Endschadenquote « wird zunachst durch

n o ~
(CC .= ZjoSin & Aoty Sj,n=j

n 2% - n N v . .
Zj:o Yn—j- T j=0 tho Yn—h*Th Yn—j T

geschatzt. Offenbar kann kCC als gewichtetes arithmetisches Mittel der ,zwischenzeitli-
chen” Schadenquoten der Abwicklungsjahre j =0, ..., n aufgefasst werden, wenn die Prami-
en m; entsprechend den A-priori-Schatzern Yo, Y1, ..., ¥n—1, ¥n flr die Quoten kalkulatorisch
auf die Abwicklungsjahre verteilt werden und wenn als Gewichte diese ,Pramienstande”
verwendet werden.

Die Schadenstande werden bei diesem Verfahren durch die Cape-Cod-Pradiktoren

Ser =Sin—i+ (Yk—Vn-0) - W-KC, i=0,...,nk=n—i...,n,
geschatzt. Offensichtlich ahnelt das Cape-Cod-Verfahren dem Loss-Development-Verfahren.
Es kann allerdings als eine Robustifizierung des Loss-Development-Verfahrens angesehen
werden, da es wegen der Hinzunahme der Volumenmalie und der Annahme einer anfall-
jahrunabhangigen Endschadenquote die Beeinflussbarkeit durch AusreilSer reduziert.

Die funf dargestellten Basisverfahren sind alle als Spezialfalle des Bornhuetter-Ferguson-
Verfahrens aufzufassen. Konkret sind samtliche Schatzer fir die Schadenstande nach dem
Bornhuetter-Ferguson-Prinzip durch den folgenden Ansatz zu beschreiben:

Sik:=Sin—i+ (¥k—¥n-0)-0;, i=0,...,n;k=n—i...,n.

Die Unterschiede der Verfahren ergeben sich somit durch die Verwendung bzw. Schatzung
der Parameter ¥¢ und a;. Die folgende Tabelle gibt einen verfahrensspezifischen Uberblick
zu diesen Parametern.

Verfahren Quoten ¥k Endschadenstande a;
Bornhuetter-Ferguson (BF) | beliebig, a priori beliebig, a priori
Loss-Development (LD) beliebig, a priori ai(aktuelle S; h—i, ¥)
Chain-Ladder (CL) ?EL(SU) a;(aktuelle S; n—;, Y1)
Cape-Cod (CC) beliebig, a priori  a;(aktuelle S;h—i, T, ¥)
Additiv (AD) ¥eP(Zi), m) ai(aktuelle S; p—;, T, YAP)

Die Vorteile und Nachteile der Verfahren ergeben sich aus den Charakteristika der ggf.
verwendeten A-priori-Schatzer und dem Umfang der in die Verfahren eingehenden Abwick-
lungsdaten. Die folgende Tabelle fasst sie zusammen.
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Verfahren Vorteile Nachteile
ey Willkdr bei Ansatz der
BF Flexibilitat, e"te'.’.”e Quo_t_en_ und A-priori-Schatzer flir Quoten und
Endschadenstande moglich o
Endschadenstande
Willklr bei Ansatz der
Verwendung von A-priori-Schatzer fur Quoten,
LD Abwicklungsdaten, externe verwendet nur aktuelle
Quoten moglich Schadenstande, empfindlich ggu.
Ausreilern
ausschlieBliche Verwendung von N . .
CL Abwicklungsdaten empfindlich ggu. AusreiRern
WillkGr bei Ansatz der
robustifizierend unter A-priori-Schatzer fur Quoten,
CcC Verwendung von Volumenmalfien, verwendet nur aktuelle
externe Quoten maglich Schadenstande, Gefahr durch
unangemessene Volumenmalie
robustifizierend unter Gefahr durch unangemessene
AD ausschlieBlicher Verwendung von 9
VolumenmaRe
Volumenmalien

Lernergebnisse (C3)

Die Studierenden kénnen die Basisverfahren fur die Ermittlung von Schatzern fur die Er-
wartungswerte von Schadenstanden und Zuwachsen anwenden.

Die Studierenden kennen die wichtigsten Charakteristika, Vor- und Nachteile der Basisver-
fahren.

2.7 Erweiterungen der Basisverfahren der Schadenreservierung

Kerninhalte
e AusreilRereffekte

¢ Inflation, Separationsverfahren

¢ Nachlauf

Die in Abschnitt 2.6 dargestellten Basisverfahren weisen flr bestimmte Gegebenheiten me-
thodische Probleme auf. Diese werden nachfolgend beschrieben und Ansatze zur Erweite-
rung der Basisverfahren zwecks Losung dieser Probleme aufgezeigt.

(1) AusreiBereffekte

Vor der Anwendung eines Verfahrens der Schadenreservierung sind die in das Verfahren
eingehenden Daten, insbesondere die Abwicklungsdaten, geeignet aufzubereiten. Eine be-
sondere Problematik stellen hier die durch GroBschaden bedingten AusreiBer dar. Selbst-
verstandlich ist die Anfalligkeit gegentber Ausreillern bei den Verfahren insbesondere dann
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grof3, wenn neben den Abwicklungsdaten keine weiteren Daten, etwa A-priori-Schatzer fur
Parameter der unterstellten Abwicklungsmuster, in das Verfahren eingehen. Auch eine mul-
tiplikative Fortschreibung der aktuellen Schadenstande bedingt eine besonders starke
Gefahr Uberhdhter Prognosen fur die Schadenendstande.

Insofern ist das Chain-Ladder-Verfahren gegentber AusreiRereffekten besonders gefahrdet.
Dieser Nachteil ist bei dem Loss-Development-Verfahren und dem additiven Verfahren we-
gen des Vorhandenseins externer Daten, ndmlich der A-priori-Schatzer fUr die Quoten bzw.
der VolumenmalfRe, geringer ausgepragt. Das Cape-Cod-Verfahren erweist sich hier als am
wenigsten gefahrdet, da es durch Hinzunahme den beiden genannten externen Daten und
die zusatzliche Schatzung einer anfalljahrunabhangigen Endschadenquote als eine Robu-
stifizierung des Loss-Development-Verfahrens gilt.

DarUber hinaus werden in der Praxis bei groSschadenlastigen Sparten haufig getrennte
Schadendreiecke fir Basis- und GroSschaden verwendet.

(2) Inflation

Samtliche Basisverfahren operieren mit den Abwicklungsdaten aus unterschiedlichen Anfall-
und Abwicklungsjahren. Diese Daten enthalten nicht selten Kalenderjahreffekte in Form
von Inflation und/oder weiterer externer oder geschaftspolitischer Einflisse. Das im Fol-
genden beschriebene Separationsverfahren bietet eine Mdglichkeit, diese Kalenderef-
fekte zu berlcksichtigen und die Abwicklungsdaten geeignet aufzubereiten, etwa eine Art
Inflationsbereinigung vorzunehmen.

Das Separationsverfahren verwendet VolumenmafRe
VOI Vl/ ) Vn—l: Vn

fur die Anfalljahre i =0, ..., n. Es beruht auf der Annahme, dass es Parameter
n
90,91,...,9 mit > %=1
k=0

fur die Abwicklungsjahre k=0,...,n und
A0, AL - A, Angl, - A2n
fur die Kalenderjahre [=i+ k=0, ..., 2n gibt, mit denen fur die erwarteten Zuwachse
E[Zik]=Vi-Aizk- 9% Lk=0,...,n.

gilt. Die Schatzung der unbekannten Parameter 39, 31,...,9n, Ao, A1,...,An kann durch
die Herleitung der folgenden Marginalsummengleichungen erfolgen. Summiert man die be-
obachtbaren Zuwachse flr alle Anfalljahre (Zeilen) bzw. Kalenderjahre(Diagonalen), ersetzt
ihre Erwartungswerte durch die Zufallsvariablen und normiert die Zuwachse per Division
durch die Volumenmale, so ergeben sich die folgenden Marginalsummengleichungen:

n—k Zi,k n—k
- = )\i+k"9k1 k=0["'lnl
=0 Vi 2o
i
Zjij

S i i
‘;_zz)\l‘sl_jz)\l-zsj’ l.=0,...,n.
j=0 j=0

j=0 ]

Diese Gleichungen sind zusammen mit der Forderung

isk= 1
k=0
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im Allgemeinen eindeutig (iterativ) zu I6sen und ergeben die Schatzer

§0:§1,-:-,§n:5\\0r5\\1,---,)’\\n-

Fur die Pradiktoren der kinftigen Schadenstande sind noch die (Inflations-)Parameter
An+1, ..., A2p der kinftigen Kalenderjahre zu schatzen. Hierflr kénnen Ubliche Ansatze der
Extrapolation verwendet werden, wie sie auch ahnlich fir das Thema des Nachlaufs (siehe
(3)) herangezogen werden. Seien Ap41, ..., A2n die zugehorigen Schatzer, dann ergeben
sich die Pradiktoren fir die nicht beobachtbaren Zuwachse durch

21,k=vi-Xi+k-§k, i=1,...,n;k=0,...,n—i+ 1.

(3) Nachlauf

Grundsatzlich gehen die vorgestellten Basisverfahren davon aus, dass samtliche Schaden
innerhalb der Abwicklungsdauer von n + 1 Jahren vollstandig abgewickelt In besonderen
Fallen werden sich aber auch nach dem n-ten Abwicklungsjahr noch (geringfiigige) Ande-
rungen der Schadenstande ergeben, die als Nachlauf bezeichnet werden. In der Kraftfahrt-
haftpflichtversicherung und der allgemeinen Haftpflichtversicherung wird n meist 10 bis 15
Jahre betragen. Hier kann der Nachlauf in Extremfallen bis zu 70 Jahre andauern.

Zur Modellierung des Nachlaufs kénnte man die in Abschnitt 2.5.2 vorgestellten (endlichen)
Abwicklungsmuster durch unendliche Abwicklungsmuster ersetzen. Etwa fir die Faktoren
®1,01,...,9n—1, Pn kbnnte man eine Folge streng monoton wachsender Faktoren (> 1) der
Art

pk:=1+a-e Pk ab>0keN,

oder

Pk:=1 a,b,c>0,keN,

+
(b+k)*

ansetzen. Die Parameter q, b, c konnten z. B. durch Kleinste-Quadrate-Ansatze auf Basis der
beobachtbaren Faktoren

Sik
Sik-1

Qik: i=0,...,n;k=0,...,n—i+1,

oder der (bereits berechneten) Schatzer g¢- berechnet werden. Mit den resultierenden
Schatzern @k lassen sich somit auch Pradiktoren der Schadenstande Uber das Abwicklungs-
jahr n hinaus berechnen.

Lernergebnisse (B2)

Die Studierenden kdnnen die wichtigsten Probleme beim Umgang mit den Basisverfahren
erklaren.

Die Studierenden kennen Ansatze zur methodischen Lésung der aufgezeigten Probleme.

2.8 Verfahren zur Beurteilung der Prognosen aus Basismodellen

Kerninhalte
e Zuverlassigkeit von Prognosen
¢ Multivariate stochastische Modelle

e Simulation

Die vorgestellten Basisverfahren generieren Schatzwerte far nicht beobachtbare Zufallsva-
riablen bzw. deren Erwartungswerte. Die Qualitat dieser Prognosen kann im Allgemeinen
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mit den bekannten Eigenschaften, insbesondere der Erwartungstreue, oder durch Kenn-
zahlen, etwa dem erwarteten quadratischen Prognosefehler, charakterisiert werden.
Die Uberpriifung der Erwartungstreue und die Berechnung der Prognosefehler erfordert al-
lerdings eine stochastische Modellierung der Zufallsvariablen.

Nachfolgend werden die wichtigsten konkreten und speziell im Kontext der Schadenreser-
vierung einschlagigen Ansatze zur Prufung der Prognosequalitat kurz vorgestellt.

(1) Multivariate stochastische Modelle der Schadenreservierung Elementare An-
satze der stochastischen Modellierung in der Schadenreservierung konzentrieren sich auf
einzelne Zufallsvariablen und haufig lediglich auf deren Erwartungswerte. Um aus den Mo-
dellen qualifizierte Aussagen Uber die Prognosefehler ableiten zu kénnen, sind umfassen-
dere multivariate Modelle erforderlich, die insbesondere die Variabilitaten der einzelnen
Zufallsvariablen und deren Wechselwirklungen bericksichtigen. Vollstandig werden diese
Komponenten in den gemeinsamen Verteilungen samtlicher (beobachtbarer und nicht
beobachtbarer) Zuwachse oder Schadenstande erfasst. Vollstandig spezifizierte Model-
le mussen selbstverstandlich sowohl den Verteilungstyp als auch samtliche Parameter der
gemeinsamen Verteilung festlegen.

In der Schadenreservierung haben sich fur die genannten Zwecke die folgenden multiva-
riaten Modelle etabliert, die hier nur kurz skizziert werden sollen:

o Additives Modell

Das additive Modell unterstellt ein Abwicklungsmuster flur Schadenquotenzuwachse
(s. additives Verfahren) und trifft parametrische Annahmen zu den Varianz- und Ko-
varianzstrukturen der durch VolumenmalRe normierten Zuwachse. Das Modell ist im
Kontext der linearen Modelle ein sogenanntes erweitertes lineares Modell. Die Er-
weiterung betrifft die Zerlegung in beobachtbare und nicht beobachtbare Zufallsvek-
toren (und nicht etwa den Ubeigang auf verallgemeinerte lineare Modelle). Die additi-
ven Schadenquotenzuwachse g, (s. 2.6 (4)) ergeben sich in dem additiven Modell als
GauB-Markov-Pradiktoren der Schadenquotenzuwachse, d.h. sie minimieren den
erwarteten quadratischen Prognosefehler unter allen (zuldssigen) Schatzern.

e Multivariates Chain-Ladder-Modell
Das im Wesentlichen von Mack entwickelte multivariate Chain-Ladder-Modell basiert
auf der Annahme, dass zwar die Schadenstande verschiedener Anfalljahre stochas-
tisch unabhangig sind, dass aber fir die ersten beiden (bedingten) Momente der
Schadenstande, gegeben zuriickliegende Abwicklungsdaten, die folgende abhangige
Struktur vorliegt:

E[Sik | Fik-11=Sik-1:9k, (=0,....,n; k=n—i+1,...,n,

Var[Sik | Fik—1]1=Sik-1 -o,f, i=0,...,n; k=n—i+1,...,n.
Dabei ist Fjk—1 die o-Algebra, die die Abwicklungsdaten S;; fur alle Anfalljahre ( =
0,...,n und deren Abwicklungsjahre j=1,...,k— 1 enthdlt. Die Parameter ¢1,..., ¢n
(Faktoren) und a%,...,oﬁ (Varianzen) sind geeignet zu schatzen. Die Chain-Ladder-

Faktoren @,EL (s. 2.6 (1)) lassen sich als Gaul3-Markov-Schatzer in diesem Modell in-
terpretieren. Die resultierenden Chain-Ladder-Pradiktoren des ersten nicht beobacht-
baren Kalenderjahres (i+ k = n + 1) stimmen mit den herkdmmlichen Chain-Ladder-
Pradiktoren im Standardmodell Uberein und gelten insofern als optimal, als sie die
Gauls-Markov-Eigenschaft aufweisen.

e Poisson-Modell von Hachemeister
Das aus dem Jahr 1975 stammende Poisson-Modell unterstellt fir die Zuwachse Z; g,
dass diese stochastisch unabhangig seien und konkret

Zik~P(ai- %), k=0,...,n,
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gelte, wobei die Parameter ao, ..., an, o, ..., In positiv mit ZZ=O 9« = 1 sind. Wegen
E[Zik]=0ai-%, k=0,...,n,

ergibt sich im Poisson-Modell ein multiplikatives Modell fur die Zuwachse. Die frei-
en Parameter sind geeignet zu schatzen. Wegen des konkreten stochastischen Modells
kénnen hier die Maximum-Likelihood-Schatzer (iterativ) berechnet werden. Sie er-
geben sich auch als die Losungen der Marginalsummengleichungen

]

>

>
1

)

Zik= a;- 9 = a; §k, i=0,...,n,
k=0 k=0 k=0
n—k n—k N N n—k

Zik= D, 0i- 9= 9% a;, k=0,...,n,
=0 =0 =0

n
mit > 9 = 1.
k=0

Das zugehorige Marginalsummenverfahren basiert auf einem Modellansatz, der sich
als GLM interpretieren lasst. vgl. Abschnitt 2.3.2 (3).

Die Vorteile stochastischer Modelle zur Schadenreservierung liegen u.a. darin, dass sie
fundierte Begriundungen fur heuristisch motivierte Methoden generieren und Bedingungen
angeben kénnen, unter denen diese Methoden sich als verniunftig oder in einem gewissen
Sinn optimal erweisen.

(2) Simulation

Auch die Simulationstechnik stellt ein Vorgehen dar, mit dessen Hilfe die Qualitat der Pro-
ghosen beurteilt werden kann. Allerdings ist die Grundlage der Simulation ein vollstandig
spezifiziertes Modell der zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeitsverteilungen, etwa der Zu-
wachse. Falls Anpassungen an einschlagige parametrische Wahrscheinlichkeitsverteilungen
nicht gelingen, kommt mitunter die Methode des nichtparametrischen Bootstrappings zum
Einsatz. Hierbei wird als Modellverteilung die durch die Beobachtungen gegebene empiri-
sche Haufigkeitsverteilung angesetzt. In den angepassten stochastischen Modellen kénnen
beliebig viele simulierte Realisierungen der Zuwachse generiert werden. Aus diesen kon-
nen (fur sehr viele Simulationen sehr gute) Schatzer fur Erwartungswerte, Varianzen etc.
abgeleitet werden.

Lernergebnisse (B2)
Die Studierenden kénnen die wichtigsten Ansatze zur Beurteilung der Prognosen aus Ba-
sismodelle.
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3 Basismodell der Personenversicherungsmathematik

3.1 Zustandsmodell

Kerninhalte

e Modellierung durch Zustandsmodell
e Voraussetzungen und Annahmen
e Ausscheidetafeln

Die Mathematik der Personenversicherung basiert auf einem Zustandsmodell. Fur die Kal-
kulation verschiedener GroRen eines Versicherungsvertrags wird angenommen, dass sich
die betrachtete Person zum betrachteten Zeitpunkt in der Hauptgesamtheit befindet. In Fol-
ge von verschiedenen Ereignissen kann die Person aus der Hauptgesamtheit ausscheiden
und in eine entsprechende Nebengesamtheit wechseln. Das Ereignis, das als erstes eintritt
und damit zum Ausscheiden fihrt, ist demnach die Ursache des Ausscheidens. Dieser Sach-
verhalt ist schematisch in Abbildung 2 flr h Ursachen bzw. Nebengesamtheiten skizziert.

Ursache h

Nebengesamtheit he N

Hauptgesamtheit

Ursache 1

Nebengesamtheit 1
Nebengesamtheit 2

Abbildung 2: Zustandsmodell in der Personenversicherungsmathematik

Ursache 2

Das Zustandsmodell ist mit den folgenden Voraussetzungen verbunden:

e Zwillingsfreiheit: Die betrachtete Person kann nur durch eine einzige Ursache aus-
scheiden.

e Zyklenfreiheit: Die betrachtete Person kann nach dem Ausscheiden nicht mehr in die
Hauptgesamtheit zuriickkehren.?

Der Verbleib der betrachteten Person in der Hauptgesamtheit oder das Ausscheiden aus der
Hauptgesamtheit fuhrt zu Zahlungsstrémen (z. B. Pramien oder Versicherungsleistungen).
Der Verbleib, das Ausscheiden bzw. der Ubergang zwischen den Zustadnden wird mit Zu-
fallsvariablen modelliert, da er zum Betrachtungszeitpunkt ungewiss ist. Die entsprechen-
den Verbleibe-, Ausscheide- bzw. Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen den Zusténden
beschreiben den Sachverhalt und sind schlieSlich flr die Kalkulation relevant.

Im Folgenden bezeichne:

19Die Voraussetzung der ,Zyklenfreiheit” vereinfacht deutlich die mathematische Formulierung der Sachverhalte.
Sie ist jedoch nicht zwingend erforderlich. In der Realitat ist es auch durchaus maéglich, dass eine Person in
die Hauptgesamtheit zurlickkehrt. Als Beispiel sei hier die Reaktivierung (Wiedereingliederung) von Invaliden
(Berufsunfahigkeit) zu Aktiven (Berufstatigen) genannt.
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Xi: Alter bei Eintritt des Ereignisses i
X :=mini<i<p{Xi} : Ausscheidealter aus der Hauptgesamtheit
U:=min{ie{1,...,h}: X;= X} : Ausscheideursache aus der Hauptgesamtheit

Die Zufallsvariablen X; und X sind stetige, reellwertige Zufallsvariablen. Die Zufallsvariable
U ist diskret verteilt und gibt die Ursache des Ausscheidens an.

Mit Hilfe von X und U kann die einjahrige Ausscheidewahrscheinlichkeit einer x-jahrigen
Person der Hauptgesamtheit innerhalb des Intervalls (x, x + 1] aus der Ursache i auszu-
scheiden, wie folgt beschrieben werden:

1990 :=P(X<x+1,U=i|X>X).

Es handelt sich hierbei um eine bedingte Wahrscheinlichkeit. Es wird stets unterstellt, dass
P(X>x)>0.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die x-jahrige Person aus irgendeinem Grund innerhalb eines
Jahres aus der Hauptgesamtheit ausscheidet, ist

19x :==P(X<x+1|X>Xx).

Verallgemeinernd kénnen auch die Wahrscheinlichkeiten sq;") bzw. sgx mit s € Ry definiert
werden. s gibt den betrachteten Zeitraum an, in dem die Person ausscheiden kann. Fur
s =1 wird der Index s auch haufig nicht notiert, d. h. man schreibt dann:

q¥ =190 und gx:=10x.
Es kann (aufgrund der Zwillingsfreiheit) gezeigt werden, dass

h

ax = ZQS)-

i=1

Die Wahrscheinlichkeit einer x-jahrigen Person, noch (mindestens) k Jahre in der Hauptge-
samtheit zu verbleiben, ergibt sich dann wie folgt:

k=1 h

kpx = [ [ px+j mit px:=1—>q0.
j=0 =1

Mit Hilfe dieser GroBen kdnnen sogenannte Ausscheidetafeln erstellt werden. Dazu werden
die folgenden GréRen flur ein lp > 0 definiert:

Ix :=lo-xpo=lo-PX>x)=1lp-PX1>X,...,Xn>X)
sOx 1= sQx - lx
sdg) 1=SCI§([) - Ix

Die Ausscheidetafel umfasst tabellarisch aufgefihrt Werte fur [, 1dx und 1d§(") fir ganzzah-
lige Alter x.

Einfache Ausscheideordnung, Ursache Tod (h =1):

Die Wahrscheinlichkeit einer x-jahrigen Person der Hauptgesamtheit, innerhalb des Inter-
valls ]x, x + 1] aus der ersten und einzigen Ursache , Tod“ auszuscheiden, lasst sich wie
folgt darstellen:

Ix =gV =P(X1 <x+1 [X1>X)

Ferner betragt die Wahrscheinlichkeit einer x-jahrigen Person der Hauptgesamtheit, das
Alter x + 1 in der Hauptgesamtheit zu erreichen:

Px=1—qgx=PX1>x+1|X1>Xx)
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Die Funktion S(x) := P(X > x), x € R4+ wird als ,, Survival Funktion” bezeichnet. Sie gibt die
Wahrscheinlichkeit an, dass eine Person das Alter x in der Hauptgesamtheit erlebt, unter
der Voraussetzung, dass die Person im Alter 0 bereits der Hauptgesamtheit angehorte.

Definiert man nun einen Zustandsraum S = {0,1} mit der Bedeutung 1=,lebend” und
0=,tot” und einen stochastischen Prozess Z = (Zt)ten, 9€mMaR

Zr=0,falls X <x+t
=1,falls X >x+t,

so ist der Prozess Z eine Markov-Kette.

Zusammengesetze Ausscheideordnung, Ursachen Invaliditat und Tod (h = 2):

Beispiel aus der Pensionsversicherungsmathematik

X1: Alter bei Eintritt der Invaliditat
X>: Alter bei Eintritt des Todes

Mit diesen Zufallsvariablen lassen sich die einjahrige Invalidisierungswahrscheinlichkeit ix
und die einjahrige Aktivensterblichkeit qf:a flr eine x-jahrigen Aktiven wie folgt definieren:

ix :=qM =P(X <x+1,U=1|X>x)=P(X1 <min{x+1,X2}|X1 > X, X2 >X)
qd9:=q@ =P(X <x+1,U=2]|X>x)=P(Xz <min{x+1,X1} X1 > X, X2 > X)

Die Wahrscheinlichkeit einer x-jahrigen Person, noch (mindestens) 1 Jahr in der Hauptge-
samtheit (also dem Aktivenbestand) zu verbleiben, ist dann p? :=1— ix — qZ°.
Wir definieren nun einen Zustandsraum S = {0, 1, 2} mit der Bedeutung 2=, aktiv”, 1=,,in-
valide” und 0=,tot", und einen stochastischen Prozess Y = (Zt)ten, gemaf
Zi=0,falls X <x+t

=1,falls X <x+t,Xo>x+t

=2,falls X1 >x+t, X2 >x+t
Man kann nun zeigen, dass fur P{Zt+1 =5 |Zt =2} und P{Zt;+1 =5s|Z+=0},s€{0,1, 2},
die Markov-Eigenschaft gilt. Somit ist Y ein Markov-Prozess, wenn auch flr P{Zt+1 =5 | Zt =
1},s€{0,1, 2}, die Markov-Eigenschaft gilt.

Schlussfolgerung: Wenn also die Sterblichkeit eines Invaliden davon abhangt, wie lange der
Eintritt der Invaliditat zurtckliegt, so ist Y keine Markov-Kette.

Anmerkung: Fur viele Gestaltungsformen der betrieblichen Altersversorgung ist dieser ein-
fache Zustandsraum nicht ausreichend. In der Praxis werden Zustandsraume mit deutlich
mehr Zustanden benotigt.

Zusammengesetze Ausscheideordnung, Ursachen Tod und Storno (h = 2):

Beispiel aus der Krankenversicherungsmathematik

X1: Alter bei Eintritt des Todes
X>: Alter bei Eintritt des Stornos

Mit diesen Zufallsvariablen lassen sich die einjahrige Sterbewahrscheinlichkeit gx und die
einjahrige Stornowahrscheinlichkeit wy wie folgt definieren:

ax :=qM =P(X <x+1,U=1|X>x)=P(X1 < min{x+1,X2}|X1 > X, X2 > X)
Wi =@ =P(X <x+1,U=2|X>x)=P(Xz <min{x+1,X1}|X1>X,X2 >X)

Zusatzlich lasst sich die Stornowahrscheinlichkeit noch unterteilen in ,,.Storno, aber Verbleib
in der PKV“ und ,,Storno mit Rickkehr in die GKV*“.

Lernergebnisse (B2)
Die Studierenden kénnen das allgemeine Zustandsmodell der Personenversicherungsma-
thematik und die darin enthaltenen Annahmen erklaren.
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3.2 Rechnungsgrundlagen

Kerninhalte

e Ausscheideordnungen
e Risikomerkmale
e Kosten- und Sicherheitszuschlage

e Zins

Das Zustandsmodell aus Abschnitt 3.1 wird durch die dort vorgestellten Wahrscheinlich-
keiten charakterisiert. Diese Wahrscheinlichkeiten (zusammengefasst in den Ausscheideta-
feln) bilden eine wesentliche Rechnungsgrundlage der Personenversicherungsmathematik.
Je nach Versicherungsvertrag kénnen unterschiedlich viele Ausscheideursachen relevant
sein.

Die Ausscheidewahrscheinlichkeiten von Personen kdnnen durch verschiedene Einflussfak-
toren/Risikomerkmale von durchschnittlichen Ausscheidewahrscheinlichkeiten abweichen.
Zum Beispiel ist das Sterben (Ausscheiden durch Tod) abhangig vom Gesundheitszustand
der betrachteten Personen. In der Personenversicherung werden verschiedene Einfluss-
faktoren in der Kalkulation berucksichtigt (z. B. Beruf und Raucherstatus). In der Kalkula-
tion von Pramien durfen Aktuare jedoch nicht nach beliebigen Merkmalen unterscheiden
(z.B. ist eine Unterscheidung nach dem Geschlecht unzulassig, daher erfolgt eine Unisex-
Kalkulation).2? Viele Risikomerkmale (Familienstand, Versicherungsdauer) werden gar nicht
oder nur teilweise bericksichtigt.

In der Kalkulation werden auch Annahmen zu Kosten getroffen. Hier wird zwischen Ab-
schlusskosten, In-/Exkassokosten und Verwaltungskosten unterschieden. Aulerdem kénnen
Kosten hinsichtlich ihrer Bemessung klassifiziert werden. Aktuare unterscheiden zwischen
proportionalen Kosten und absoluten Kosten (Stlickkosten). Fir proportionale Kosten wird
eine BezugsgroBe festgelegt, die zur Abschatzung bzw. Quantifizierung der Héhe der Kosten
dient (z. B. Bruttobeitrag oder Versicherungssumme). Die Kosten ergeben sich dann aus der
Multiplikation des Kostensatzes mit der Bezugsgrdfie (z. B. 1 % des Bruttobeitrags). Dariber
hinaus ist der Falligkeitszeitpunkt der Kosten zu spezifizieren (z. B. monatlich oder jahrlich).
Unternehmen verwenden in der Kalkulation Sicherheitszuschlage, um die Leistungen fir die
Versicherten mit ausreichender Sicherheit finanzieren zu kénnen. Alle Annahmen zu Kosten
und Zuschlagen sind Teil der Rechnungsgrundlagen.

Fur die Kalkulation in der Personenversicherung sind oftmals Zahlungsstrome relevant, die
erst nach Ablauf von mehreren Jahren anfallen. Um Zahlungsstréme zu unterschiedlichen
Zeitpunkten zum Zeitpunkt der Betrachtung zu bewerten, bedient sich die Versicherungs-
mathematik daher dem Konzept von Barwerten aus der Finanzmathematik. Fur die Bestim-
mung der Barwerte wird ein Zins verwendet. Der Zins ist daher eine weitere Rechnungs-
grundlage der Personenversicherungsmathematik.

Es wird unterschieden zwischen Rechnungsgrundlagen 1. Ordnung und Rechnungsgrundla-
gen 2. Ordnung. Rechnungsgrundlagen 2. Ordnung sind diejenigen Werte, die einer erwar-
teten Entwicklung der betrachteten GroRe entsprechen. Rechnungsgrundlagen 1. Ordnung
unterscheiden sich dadurch, dass sie von den Rechnungsgrundlagen 2. Ordnung abwei-
chen und aus Unternehmenssicht mehr Sicherheit bieten, um alle vertraglichen Leistungen
zukinftig zu erflllen. Zum Beispiel gibt es mehr Todesfalle auf Basis der Sterbewahrschein-
lichkeiten 1. Ordnung, die bei der Kalkulation einer Risikolebensversicherung eingehen, als
erwartete Todesfalle (Sterbewahrscheinlichkeiten 2. Ordnung).

Lernergebnisse (B2)

Die Studierenden kénnen die wesentlichen Rechnungsgrundlagen der Personenversiche-
rungsmathematik wie Risikomerkmale, Ausscheideordnungen, Kosten- und Sicherheitszu-
schlage und Zins benennen und erlautern.

20unisex-Kalkulation: Das gilt aktuell nicht fir die Kalkulation von Prémien und Leistungen in der betrieblichen
Altersversorgung.
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3.3 Pramien- und Leistungsbarwerte

Kerninhalte

Erflllungsbetrag
Allgemeine Darstellung von Pramienbarwerten und Leistungsbarwerten
Ruckstellungen und Zusammenhang zum individuellen Aquivalenzprinzip

Versicherungsmathematische Bilanzgleichung
Sparpramien und Risikopramien

3.3.1 Erfullungsbetrag

Im Folgenden wird der Barwert resultierend aus einer ungewissen Verpflichtung mit Hilfe
der Zufallsvariable ,Erflllungsbetrag” modelliert.

Zunachst betrachten wir die folgenden Gréen:

T :=(tn)nen, Folge von Zeitpunkten t, € Ry mit t, < tp41 fUralle n eNp
S:=(Sn)nen, Folge von Zahlungen S, € R korrespondierend zu den Zeitpunkten t,

Das Tupel (T, S) beschreibt die Realisierung eines deterministischen Zahlungsstroms (z. B.
Leistungen oder Pramien) resultierend aus einem Versicherungsvertrag.

Eine ungewisse Verpflichtung ist durch die Menge aller moéglichen Zahlungsstrome
(1tm,s(m), m=0,1,2,...,

beschrieben, die zur Erfullung der Verpflichtung fuhren. Die Verpflichtung ist ungewiss, da
die Zeitpunkte der Zahlungen von den zufélligen Ubergédngen im Zustandsmodell aus Ab-
schnitt 3.1 abhangen. Daher besteht die Menge aller méglichen Zahlungsstrome aus meh-
reren Zahlungsstromen m=20,1,2,....

Der Erfullungsbetrag B einer ungewissen Verpflichtung wird wie folgt definiert (Uber die
Menge der Realisierungen)

B= Z bm - 1{B=bp}-

m=0

Der Erflllungsbetrag ist eine Zufallsvariable. Ihre Realisierungen b, lauten

(m)
bmi= > v .SiM m=0,1,2,....

neNp

mit Diskontierungsfaktor
1
Vi=——
1+

zum Rechnungszins i. Der Erflllungsbetrag gibt den finanzmathematischen Barwert der
ungewissen Verpflichtung an. Hier wird ein konstanter einjahriger Zins i fUr die Kalkulation
unterstellt (Standard bei der Kalkulation von klassischen Vertragen in der Personenversi-
cherung). Das vorgestellte Modell |asst sich jedoch problemlos verallgemeinern fur zeitab-
hangige Zinssatze. Zeitabhangige Zinssatze zur Bewertung von Verpflichtungen kommen
heutzutage auch zum Einsatz (z. B. bei der Erstellung einer 6konomischen Bilanz).

Die Wahrscheinlichkeit fir b, bezeichnen wir mit

Pg(bm) =P(B=bm), m=0,1,2,....
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Der erwartete Barwert einer ungewissen Verpflichtung wird als Leistungsbarwert bezeich-
net. Er ist gerade der Erwartungswert des Erfillungsbetrags dieser Verpflichtung. Folglich
gilt:

E(B)= D bm - Ps(bm).

m=>0

Das zweite Moment sowie die Varianz des Erfullungsbetrags sind

E(B%)= > b2 -Ps(bm)

m=0

und
Var(B) = E(B%)— (E(B))%.

Beispiel: Lebenslange Todesfallversicherung

Es bestehe die Verpflichtung zur Zahlung eines Betrags der HOhe 1 nach m + 1 Jahren
(m € Np) an einen zum Betrachtungszeitpunkt x-Jahrigen bei Tod nach m vollendeten Jah-
ren.

Diese Verpflichtung ist ungewiss und wird beschrieben durch die Menge der maglichen
Zahlungsstrome (T(M, S(M) = (Ng, S(M), m=0,1,..., mit:

S(m) = 1 farn=m+1, d.h. Tod nach m vollendeten Jahren
n |0 sonst.

Die Realisierungen des Erfullungsbetrages sind gegeben durch:

bm=ZV”-5I(,'m)=vm+1, m=0,1,....

n=0

Definiert man nun eine Zufallsvariable N, welche die Anzahl der vollendeten Jahre bis zum
Tod darstellt, so lasst sich der Erflllungsbetrag B darstellen durch

B = VN+1.
FUr die Verteilung des Erfullungsbetrages gilt
Pg(bm) =P (B =Vv™*1) =P(N = m) = mpx - Gx+m.

Der Erwartungswert und die Varianz von B kdnnen wie folgt bestimmt werden:

E(B)= Y. bm-Ps(bm)= > V™" 1.P(N=m)= > v™1. py - qxem

m=>0 m=>0 m=>0

2
Var(B) = E(B?)— (E(B))* = ) b -PB(bm)—(Z bm-PB(bm))

m=0 m=0

2
= Z (Vz)m+1 *mPx * dx+m — ( Z vmtL. mPx ° QX+m)

m=>0 m=>0

Die GroRe
Z yml. mPx * x+m

m=>0

wird in der Versicherungsmathematik mit Ax bzw. Ax(v) abgekirzt. Daher ist

E(B) = Ax(V)
Var(B) = Ax (v2) — (Ax(v))?.
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3.3.2 Allgemeine Darstellung von Leistungsbarwerten

Wir betrachten nun wieder eine zum Vertragsbeginn x-jahrige Person der Hauptgesamt-
heit bezuglich der h Ereignisse auftreten kdnnen. Der erwartete Barwert einer ungewissen
Verpflichtung gegeniber dieser Person zu Vertragsbeginn lasst sich ganz allgemein in fol-
gender Form darstellen:

OB>L( = Z vk *kPx - kLx
k=0

«Lx stellt dabei den Erwartungswert der gesamten Leistung dar, die durch Erreichen des
Altersintervalls ]1x + k, x + k + 1] ausgeldst werden kann, diskontiert auf den Jahresbeginn.

«Lx kann ganz allgemein dargestellt werden durch:

h .
kD=L + 57080, k=0,1,....
=1

Bezeichnungen:

o «L): Erwartungswert der Leistungen, die durch Erreichen des Alters x+k in der Haupt-
gesamtheit verursacht werden, diskontiert auf den Jahresbeginn (k=0,1,...)

o kLg("): Erwartungswert der Leistungen, die durch Ausscheiden aus der Ursache i im Jahr

Ix+k, x+ k+ 1] verursacht werden, soweit sie nicht durch kLio) erfasst sind, diskontiert
auf den Jahresbeginn (k=0,1,...)

Bemerkung: In dieser Betrachtung sind die Kosten in den Leistungen enthalten, so dass von
einer Brutto-Betrachtung gesprochen wird. Kosten haben dkonomisch einen grundsatzlich
anderen Charakter als Versicherungsleitungen. Die folgenden Darstellungen kénnen auch
ohne Kosten bei Leistungen und Pramien (in diesem Fall: Netto-Betrachtung) durchgefuhrt
werden.

Beispiele:

1. Der Leistungsbarwert des Anspruchs eines x-jahrigen Rentners (x > z, z: Pensionierungs-
alter) auf eine Jahresrente in Hohe von 1, die lebenslang jahrlich vorschlissig ausgezahlt

wird, betragt fir x > z:
2, VE kPl kL

k>0

Die Tatsache, dass es sich bei der Hauptgesamtheit in diesem Fall um einen Rentnerbestand
handelt, wird durch einen Index " kenntlich gemacht. Dabei ist

kL;=1 fir x+k=>z.

In diesem Fall gibt es eine Ausscheideursache (h = 1) und die Leistungen werden gezahlt,
bis die Person die Hauptgesamtheit verlasst.

Anmerkung: Dieser Leistungsbarwert wird in der Lebensversicherungsmathematik mit é)r(
bezeichnet und in der Pensionsversicherungsmathematik mit a;. Im Folgenden verwenden
wir einheitlich die Darstellung der Lebensversicherungsmathematik é)’(. Die beiden Punkte

auf dem & deuten an, dass es sich um vorschissige Zahlungen handelt. Bei einer nach-
schussigen Zahlung werden die beiden Punkte ausgelassen.

2. Der Leistungsbarwert der Anwartschaft eines Aktiven des Alters x auf eine lebenslang
laufende, jahrlich vorschissig zahlbare Altersrente vom Jahresbetrag 1 ab Erreichen des
Pensionierungsalters (z: Pensionierungsalter) als Aktiver flr x < z:

k [aA — ur
DvEpd (LA = vEX L, p% -4l
k>0
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denn

aA
L ;

~aA_ |0 flrx+k<z
x = gl firx+k=z

Dieser Leistungsbarwert wird mit é)‘:A bezeichnet.

3.3.3 Allgemeine Darstellung von Pramienbarwerten

Analog zum Leistungsbarwert kann auch der erwartete Barwert zukinftiger Pramieneinnah-
men (Pramienbarwert) zum Alter x (Alter zu Vertragsbeginn) allgemein dargestellt werden:

OB;‘Z = Z vk “ kPx * kPx.
k=0

Dabei bezeichnet kﬁx den Erwartungswert der Pramieneinnahmen des Jahres ]k, k + 1],
die durch Erreichen des Alters x + k in der Hauptgesamtheit anfallen, diskontiert auf den
Jahresbeginn (k =0, 1,...). Im Folgenden gehen wir zur Vereinfachung davon aus, dass es
sich um jahrlich, vorschussig zahlbare Pramien kﬁx handelt.

Das individuelle Aquivalenzprinzip besagt, dass zum Beginn des Versicherungsvertrags der
erwartete Barwert der zukinftigen Leistungen und der erwartete Barwert der zukinftigen
Pramien pro Berechtigtem Ubereinstimmen, also:

L _ P
oBX = oBX.

3.3.4 Riickstellungen

Sofern ein Vertrag nach m Jahren noch existiert, muss das Unternehmen fir diesen Vertrag
eine Ruckstellung (Reserve) bilden. Die Ruckstellung kann entweder Uber eine prospek-
tive Definition oder eine retrospektive Definition bestimmt werden. In beiden Fallen wird
das individuelle Aquivalenzprinzip zum Vertragsbeginn verallgemeinert auf einen Zeitpunkt
wahrend der Vertragslaufzeit.

Die prospektive Definition der Rickstellung fordert denjenigen Betrag als Ruckstellung, der
zum jeweiligen Betrachtungszeitpunkt (also auch zum Stichtag 0, d. h. zum Vertragsbeginn)
vorhanden sein muss, wenn der Vertrag — im Erwartungswert - erflillbar sein soll. Das ist
der Betrag, der bei ,rechnungsmaBigem Ablauf” des Vertrags genau ausreicht, um unter
Berucksichtigung der zukunftigen Pramien die zukinftigen Leistungen zu erbringen (rech-
nungsmafiges Soll).

Die Ruckstellung (prospektive Reserve) lasst sich berechnen durch:
mVP® =Bl —mBE, m=0,1,...,

wobei
L. k— i
me = Z VM e mPx+m * k=mLx+m
k>=m
und
P. k— )
mBX = Z VM e mPx+m * k=mPx+m.
k=m
ro . . .
on(’ stellt den Betrag dar, der zum Beginn des Vertrags vorhanden sein muss, um die

zukinftigen Leistungen unter Berlcksichtigung der zuklinftigen Pramien rechnungsmaRBig
leisten zu kdnnen.

Die Definition der Rickstellung ermdglicht es auch, den , Ausgleich in der Zeit” zu erklaren.
Die Finanzierung zukunftiger Leistungen erfolgt mit zwei Komponenten, einerseits mit der
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zum betrachteten Zeitpunkt vorhandenen Ruckstellung und andererseits mit den zukUnf-
tigen Pramien. Ein in Abhangigkeit vom Alter steigender erwarteter Leistungsverlauf fuhrt
dazu, dass eine konstante Pramie in den ersten Jahren unterhalb und in den letzten Jahren
oberhalb der erwarteten Leistungen liegt. Die Rickstellung bildet eine Art Konto, die die-
sen Ausgleichseffekt (Verteilung von Einsparungen zum Vertragsbeginn zu Entnahmen zum
Vertragsende) ermdglicht.

Die retrospektive Reserve ist der Betrag, der unter Beriicksichtigung des eingesetzten An-
fangskapitals oV)r(e”O rechnungsmaBig zum betrachteten Stichtag bei gegebenen Leistungs-
und Pramienfestsetzungen vorhanden ist. Es ist also der Betrag, der rechnungsmafig nach
Abrechnung aller Einnahmen und Ausgaben noch vorhanden ist (rechnungsmagiges Ist).

Die retrospektive Rickstellung ist daher definiert durch:

m—1

1 — — —
m\/}r(etro = (0VX+ Z Vk'kpx'(kPx—ka)), m=0,1,....
V' mPx k=0

Wir setzen hierbei voraus, dass mpx # 0 und ¢Vx das zu Beginn vorhandene Kapital be-
zeichnet.

Unter der Annahme der gleichen Rechnungsgrundlagen fur Pramien und Rickstellungen
und unter der Annahme, dass
Ova’O — Ovretro
X X

fUhren beide Varianten zum gleichen Ergebnis flr die Rickstellung.

Es kommt vor, dass flr die Kalkulation der Rickstellungen, d.h. fir die Bestimmung der
GroRen mB)L( und meZ, andere Rechnungsgrundlagen verwendet werden, als bei der Prami-
enkalkulation.

Zusammenhang:

Wenn fur die Kalkulation von Pramien und Ruckstellungen die gleichen Rechnungsgrundla-
gen verwendet werden, dann folgt aus dem individuellen Aquivalenzprinzip zu Vertragsbe-
ginn:
oVPr® =B — B =0.
Wenn die Rechnungsgrundlagen voneinander abweichen, kann die Situation eintreten, dass
varo < 0.

In dieser Situation entsteht flr das Unternehmen zu Vertragsbeginn ein Vorfinanzierungs-
aufwand.

3.3.5 Versicherungsmathematische Bilanzgleichung

Fur die (prospektive und retrospektive) Reserve gilt die versicherungsmathematische Bi-
lanzgleichung:

mVx+ mPx =mLx+ V+Px+m-m+1Vx, m=0,1,...

Die Summe aus Reserve nach m Jahren und den erwarteten Pramieneinahmen des Jah-
res Jm, m+ 1] entspricht gerade den durch Erreichen des Alters x + m erwartungsgemaf
ausgeldsten Leistungen (ggf. inkl. Kosten) sowie dem auf den Jahresbeginn diskontierten
erwarteten Finanzaufwand fiir die Reserve der Uberlebenden des Jahres.

Durch Umformungen erhalten wir die Thieleschen Differenzengleichungen:
m+1Vx—mVx =0 mVx + (m/sx—m[x) (1+ D+ gx+m -m+1Vx, m=0,1,...

Mit Hilfe dieser Gleichungen lasst sich die Ruckstellung auch rekursiv definieren.
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Die versicherungsmathematische Bilanzgleichung erlaubt zudem, die Pramie mPx in eine
Sparpramie mPS und eine Risikopramie mPﬁ aufzuteilen. Die Spar- und Risikopramie seien
hierbei wie folgt definiert:

mPi =Vem+1Vx—mVx

R._ 1
mPX = mlx— V- Qx+m m+1Vx

Mit Hilfe dieser Definitionen gilt ;mPx = mPS + mPR.
Die Risikopramie lasst sich wie folgt auf die einzelnen Ausscheideursachen aufteilen:

h
P =Y PO
i=0

Dabei ist

die Risikopramie fur das Verbleiben im Bestand sowie

mpﬁ(l') =g . (mLS) —V-m+1Vx)

X+m

die Risikopramie der i-ten Ausscheideursache (i > 1).

Lernergebnisse (C4)

Die Studierenden kdnnen Pramien- und Leistungsbarwerte und die Pramien analysieren.
Sie kdnnen den Zusammenhang zwischen Pramien und Rlckstellungen (Aquivalenzprin-
zip) erlautern. Sie kbnnen sowohl die prospektive als auch die retrospektive Darstellung
der Reserve erklaren. Die Studierenden kénnen die versicherungsmathematische Bilanz-
gleichung erlautern und die Pramien in Sparpramie und Risikopramie zerlegen.

3.4 Vertragskiindigung, Riickkaufs- und Ubertragungswerte

Kerninhalte

e Vertragskundigung
e Riickkaufs- und Ubertragungswerte
e Satz von Cantelli

Aufgrund von dblicherweise sehr langen Laufzeiten von Vertragen der Personenversiche-
rung erhalten Versicherungsnehmer bei Kapitelbildung Uberlicherweise die Mdglichkeit, die
Vertragsverhaltnisse vor Ablauf der Vertrage zu verandern oder zu kiindigen (sogenannter
Ruckkauf). Da die Rickstellung in gewisser Weise einen Sparvorgang bewertet, orientiert
sich eine Riickzahlung an die Personen (Riickkaufswert) bzw. eine Ubertragung der Riick-
stellung an ein anderes Unternehmen (Ubertragungswert) in der Regel an der Héhe der
gebildeten Rickstellung.

Die rechtlichen Regelungen zu Vertragskindigungen sind sehr spezifisch flr die einzelnen
Zweige der Versicherungswirtschaft.

Grundsatzlich stellt sich bei langlaufenden Vertragen der Personenversicherung jedoch die
Frage, unter welchen Voraussetzungen bei der Kalkulation von Pramien und Ruckstellun-
gen auch Stornowahrscheinlichkeiten (Kiindigungswahrscheinlichkeiten) in den Rechnungs-
grundlagen (Ausscheideordnungen) zu beriicksichtigen sind.?! Der folgende Satz von Can-
telli gibt an, wann auf die Rechnungsgrundlage Storno verzichtet werden kann.

Satz von Cantelli

21Annahme: Die Stornowahrscheinlichkeiten beeinflussen die tibrigen Wahrscheinlichkeiten nicht.
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Wenn der Riickkaufswert/Ubertragungswert gleich der vorhandenen Rickstellung ist, dann
ist es in der Kalkulation nicht erforderlich, Stornowahrscheinlichkeiten zu bericksichtigen.
Die versicherungstechnischen Werte sind unabhangig von etwaigen Stornowahrscheinlich-
keiten.

Der Satz von Cantelli Iasst sich damit begrinden, dass Beitrage und Reserven in der Kal-
kulation unabhangig von Stornowahrscheinlichkeiten sind (siehe versicherungsmathemati-
sche Bilanzgleichung fur die Falle ,mit Stornowahrscheinlichkeiten” und ,,ohne Stornowahr-
scheinlichkeiten®).

Lernergebnisse (B2)
Die Studierenden kennen die grundsatzlichen Prinzipien bei der Kalkulation von Riuckkaufs-
und Ubertragungswerten. Sie kennen den Satz von Cantelli.
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4 Grundwissen Lebensversicherungsmathematik

4.1 Rechnungsgrundlagen

Kerninhalte:
e Rechnungsgrundlagen der Lebensversicherungsmathematik

e Risiken in den Rechnungsgrundlagen

e Kosten- und Sicherheitszuschlage

In der Lebensversicherung lassen sich unterschiedliche Ereignisse versichern. Die wichtigs-
ten Ereignisse sind:

e Todesfall
¢ Erlebensfall
¢ Invaliditat

Wenn der Todesfall oder die Invaliditat versichert sind, dann ist eine Risikoprufung erfor-
derlich. Diese besteht aus einer medizinischen Risikoprifung und aus einer finanziellen
Risikoprufung. Die finanzielle Risikoprifung soll Interessenskonflikten vorbeugen, d. h. z.B.
sollte es aus diesem Grund nicht maoglich sein, eine héhere Invaliditatsrente als das Netto-
einkommen der versicherten Person zu versichern.

Bei Tarifen, die das Erlebensfallrisiko abdecken, wird keine Risikopriufung durchgefuhrt. Ver-
einzelt und vor allem im Ausland gibt es hingegen Tarife, die bei vorgegebenem Beitrag und
nachgewiesenen Vorerkrankungen (z. B. Bluthochdruck) eine héhere Rente garantieren als
wenn die Vorerkrankung nicht vorliegen wirde (preferred lives).

Bei der Kalkulation der Beitrage und Leistungen ist zu beachten, dass die Beitrage und
die Leistungen uber einen sehr langen Zeitraum vom Lebensversicherungsunternehmen
garantiert werden. Ein Eingriff in diese Garantien ist in schwierigen Unternehmenssituatio-
nen nur mit Genehmigung der Aufsichtsbehdrde unter strengen Voraussetzungen maoglich,
wenn alle anderen MaBnahmen nicht zum Ziel fihren.

Es gibt (im Gegensatz zur Schaden- und Unfallversicherung) kein Kiindigungsrecht des Le-
bensversicherungsunternehmens gegentber seinen Kunden. Aullerdem gibt es kein Recht,
die garantierten Beitrage (im Gegensatz zur substitutiven Krankenversicherung) an ver-
anderte Annahmen anzupassen. Diese Einschrankungen implizieren, dass die Rechnungs-
grundlagen Rechnungszins, die biometrischen Rechnungsgrundlagen und die Kostenzu-
schlage zum Zeitpunkt der Kalkulation der Beitrage und Leistungen vorsichtig gewahlt wer-
den mussen (implizite Sicherheitszuschlage, Vorsichtsprinzip).

Konsequenzen:

e Der Rechnungszins (sofern es sich nicht um eine fondsgebundene Versicherung han-
delt) wird niedriger als die erwartete Verzinsung der Kapitalanlagen angesetzt.

e Die Sterblichkeit flr Versicherungen, die das Todesfallrisiko abdecken, wird héher als
erwartet angesetzt.

e Die Sterblichkeit fur Versicherungen, die das Erlebensfallrisiko abdecken, wird niedri-
ger als erwartet angesetzt.

e Die Invalidisierungswahrscheinlichkeiten flr Versicherungen, die das Invaliditatsrisiko
abdecken, werden héher als erwartet angesetzt.

e Die Verwaltungskosten werden hdher als erwartet angesetzt.

e Die tatsachlichen Abschlusskosten kdnnen die eingerechneten Abschlusskosten Uber-
steigen. Verluste bei den Abschlusskosten mussen durch andere Kostengewinne kom-
pensiert werden.
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4.1.1 Rechnungszins

In der Praxis mussen die Lebensversicherungsunternehmen bei der Festlegung des Rech-
nungszinses den Hochstrechnungszins der Deckungsrickstellungsverordnung beachten, der
zum Zeitpunkt des Vertragsabschlusses gultig ist. Mit diesem Rechnungszins sind wahrend
der gesamten Vertragslaufzeit alle Zahlungsstrome bei der Kalkulation der Deckungsriick-
stellung zu bewerten. Bei der Wahl des Rechnungszinses flur die Prémienkalkulation gibt es
grundsatzlich keine explizite rechtliche Regelung. Hier missen Unternehmen jedoch §138
(1) VAG beachten; demzufolge missen Pramien ausreichen, um die Deckungsrickstellung
zu finanzieren. Der Rechnungszins der Pramienkalkulation orientiert sich daher meistens
am Hoéchstrechnungszins der Deckungsrickstellungsverordnung.

4.1.2 Biometrische Rechnungsgrundlagen (Sterbetafeln, Invalidisierungstafeln)

Einige Lebensversicherungsunternehmen verwenden biometrische Rechnungsgrundlagen,
die von der DAV stammen (z.B. die Sterbetafel DAV 2004 R fur Rentenversicherungen).
Das ist vor allem dann der Fall, wenn der eigene Bestand des Lebensversicherungsunter-
nehmens zu klein ist, um eine unternehmenseigene Sterbetafel bzw. Invalidisierungstafel
basierend auf eigenen Beobachtungen im Bestand herzuleiten. Es gibt allerdings auch Le-
bensversicherungsunternehmen, die z. B. fir das Todesfallrisiko unternehmenseigene Ster-
betafeln basierend auf eigenen Beobachtungen von Todesfallen im Bestand verwenden.
Das Vorsichtsprinzip wird durch Anderungs-, Irrtums- und Schwankungszuschlage in diesen
Tafeln bertcksichtigt. Bei Unisex-Tarifen (vgl. Abschnitt 1.1) entsteht durch das angenom-
mene Mischungsverhaltnis von Mannern und Frauen implizit eine zusatzliche Rechnungs-
grundlage, die in die Erstellung der biometrischen Wahrscheinlichkeiten eingeht. Auch die-
se Rechnungsgrundlage muss vorsichtig gewahlt werden.

4.1.3 Kostenzuschlage

Bei einem Lebensversicherungsunternehmen entstehen Kosten. Diese lassen sich unter-
scheiden nach den Bereichen, in denen sie anfallen:

e Abschlusskosten (z. B. Abschlussprovision, Marketingkosten, Kosten der Risikoprufung,
Kosten flr die Ausstellung des Versicherungsscheins)

e Verwaltungskosten
e Regulierungskosten fir die Regulierung von Versicherungsfallen
e Kapitalanlagekosten

Diese Kosten mussen in der Tarifkalkulation abgebildet werden, z. B. Uber das typische Kos-
tenmodell, das in Deutschland verwendet wird (z.B. rechnungsmafBige Abschlusskosten
in Promille der Beitragssumme, rechnungsmafige Verwaltungskosten in Prozent des Bei-
trages oder in Promille der Versicherungssumme, Stlickkosten). Die BezugsgrofBen fiur die
rechnungsmafigen Verwaltungskosten sind abhangig vom Tarif und unterscheiden sich fur
beitragspflichtige und beitragsfreie Versicherungen sowie bei Versicherungen gegen Ein-
malbeitrag. Verbreitet sind auch Kostensatze in Prozent des Fondsvermogens (d. h. des ge-
bildeten Kapitals) bei fondsgebundenen Lebens- und Rentenversicherungen.

4.1.4 Storno- und Kapitalwahlwahrscheinlichkeiten

Auf den Ansatz von Storno- und Kapitalwahlwahrscheinlichkeiten in der Beitragskalkulati-
on (und in der Berechnung der Bilanzdeckungsruckstellung) kann verzichtet werden, wenn
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im Ruckkaufsfall ein Betrag in Hohe der Deckungsrickstellung, berechnet nach den Rech-
nungsgrundlagen der Beitragskalkulation, an den Versicherungsnehmer als Rickkaufswert
gezahlt wird (Satz von Cantelli). Sollte es einen (vertraglich vereinbarten) Rickkaufswert
in einer anderen Hohe geben, so sind Storno- und Kapitalwahlwahrscheinlichkeiten in der
Beitragskalkulation bei den Leistungs- und Pramienbarwerten anzusetzen. Die Barwerte
enthalten dann nicht nur die Diskontierung mit dem Rechnungszins und die Uberlebens-
wahrscheinlichkeiten, sondern auch eine Wahrscheinlichkeit, dass der Vertrag im Bestand
verbleibt.

Anders als in der Schaden- und Unfallversicherung ist in der Sparte Lebensversicherung ein
Rickkaufswert an den Versicherungsnehmer bei Rickkauf bzw. bei Kindigung des Vertrages
zu zahlen. Dieser Ruckkaufswert orientiert sich am Zeitwert der zugeordneten Fondsanteile
bei einer fondsgebundenen Versicherung bzw. an der Deckungsruckstellung, berechnet mit
den Rechnungsgrundlagen der Beitragskalkulation bei den klassischen Versicherungen.

4.1.5 Rechnungsgrundlagen der Reservierung

Die Rechnungsgrundlagen, die fur die Berechnung der Reservierung (Bilanzdeckungsrtck-
stellung) in der Bilanz eines Lebensversicherungsunternehmens verwendet werden, koén-
nen sich von den Rechnungsgrundlagen der Beitragskalkulation unterscheiden. Grinde
dafur sind beispielsweise die Verwendung von vorsichtigeren Sterbetafeln (im Vergleich
zu den Sterbetafeln der Beitragskalkulation) aufgrund steigender Lebenserwartungen bei
den Rentenversicherungen, die Bildung einer Zinszusatzreserve bei klassisch kalkulierten
Versicherungen oder hochstrichterliche Rechtsprechung (z.B. BGH-Urteil zu den Mindest-
rickkaufswerten). Sollte sich aus diesem Grund der Ruckkaufswert von der zu stellenden
Bilanzdeckungsrickstellung unterscheiden, so sind auch bei der Berechnung der Bilanzde-
ckungsruckstellung Storno- und Kapitalwahlwahrscheinlichkeiten anzusetzen.

Lernergebnisse (B2)

Die Studierenden kennen die Rechnungsgrundlagen der Lebensversicherungsmathematik
und ihre Risiken. Sie kénnen zwischen den Rechnungsgrundlagen der Beitragskalkulation
und der Reservierung unterscheiden. Die Studierenden kennen die wichtigsten Kosten-
und Sicherheitszuschlage. Die Studierenden kennen das Vorsichtsprinzip.

4.2 Standardformeln der klassischen
Lebensversicherungsmathematik

Kerninhalte:

e Standardformeln fur die wichtigsten Produkte

e Herleitung der wichtigsten Produkte aus dem Basismodell

Im folgenden Abschnitt betrachten wir wichtige klassische Produkte der Lebensversiche-
rung und leiten die Standardformeln aus dem Basismodell her.

Zu den wichtigen Produkten zahlen:
e Risikolebensversicherung

Todesfallversicherung

Reine Erlebensfallversicherung

Gemischte Versicherung

(Aufgeschobene) Rentenversicherungen
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Bei der Risikolebensversicherung und der Todesfallversicherung erfolgt die Leistung im To-
desfall. Die reine Erlebensfallversicherung und die (aufgeschobene) Rentenversicherung
leistet, wenn ein bestimmter Zeitpunkt erlebt wird (bzw. bei der Rentenversicherung meh-
rere Zeitpunkte erlebt werden). Die gemischte Versicherung leistet sowohl im Todesfall (in-
nerhalb einer bestimmte Vertragsdauer) am Ende des Jahres als auch im Erlebensfall am
Ende der Vertragsdauer. Rentenleistungen erfolgen in der Regel vorschissig (zum Jahres-
anfang); andere Leistungen erfolgen nachschissig (zum Jahresende).

4.2.1 Risikolebensversicherung

Die ungewisse Verpflichtung resultierend aus der Risikolebensversicherung ist gegeben
durch die folgenden Zahlungsstrome:

TM=(0,...,m—1,m,m+1,...,n)

und
smM=(o,...,0,5,0,...,0) fir0<m<n,

wobei S die Versicherungssumme bezeichnet und m das Jahr, in dem der Versicherungsneh-
mer stirbt. x ist das Alter der versicherten Person zu Vertragsbeginn (Eintrittsalter). Wenn
m > n ist, dann ist S = (0,0,...,0). Es wird angenommen, dass die Todesfallleistung bei
Eintritt des Todes am Ende des Versicherungsjahres ausgezahlt wird.

Nun kann der Erwartungswert des Erflullungsbetrags B bestimmt werden. Es ist:

n—1
OB)L( =S- Z v+l “mPx " Qx+m = S - |nAx

m=0

Wenn die Beitragszahlungsdauer der Versicherungsdauer entspricht, gilt fUr den Erwar-
tungswert des Pramienzahlungsstroms:

Das Aquivalenzprinzip liefert die Gleichung:
P-éx.m=S"|nAx.
Werden Kosten bericksichtigt, so ergibt sich z. B. folgende Gleichung:
S-nAx+a-n-P+B-P-Gxm+7Y-S-0x:m=P-axn

Bei dieser Gleichung wird angenommen, dass Abschlusskosten in Abhangigkeit zur Brutto-
beitragssumme und Verwaltungskosten in Abhangigkeit zur Bruttopramie bzw. in Abhangig-
keit zur Versicherungssumme in den Tarif eingerechnet werden.

4.2.2 Todesfallversicherung

Die ungewisse Verpflichtung resultierend aus der Todesfallversicherung ist gegeben durch
folgende Zahlungsstrome:
TM=(0,...,m=1,mm+1,..., w—X)

und
smM=(o,...,0,5,0,...,0) fur 0<m<fiw-—x,

wobei S die Versicherungssumme bezeichnet und m das Jahr, in dem der Versicherungsneh-
mer stirbt. w bezeichnet das rechnungsmafige Hochstalter. Es wird angenommen, dass die
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Todesfallleistung bei Eintritt des Todes am Ende des Versicherungsjahres ausgezahlt wird.
Nun kann der Erwartungswert des Erfullungsbetrags B bestimmt werden. Es ist:

w—x—1
OB)L< =5 Z VI mpx - Qxem =S - Ax.

m=0
FUr den Erwartungswert des Pramienzahlungsstroms gilt:

wW—X—

1
P' Z Vm'mp)(:P'dx.
m=0

Das Aquivalenzprinzip liefert die Gleichung:
P . dx - 5 ‘Ax.
Werden Kosten mit ihren typischen BezugsgroRen berlcksichtigt, so ergibt sich folgende

Gleichung:
S’Ax+a’n'P+B‘P'dx+Y'5‘dx=P'dx

4.2.3 Reine Erlebensfallversicherung

Die reine Erlebensfallversicherung leistet, wenn die versicherte Person nach Vertragsbeginn
n Jahre Uberlebt. Fir den Erwartungswert des Erfullungsbetrags B gilt daher:

0By =5 npx-V".

Wenn die Beitragszahlungsdauer der Versicherungsdauer entspricht, dann gilt aufgrund des
Aquivalenzprinzips und bei Nettobetrachtung:
P-Gxm=5"npx-V".

Werden Kosten mit ihren typischen BezugsgroRen berlcksichtigt, so ergibt sich folgende
Gleichunag:
S-npx-V'+0-P-n+f-P-dxm+ Y-S Gxn=P-dxn

4.2.4 Gemischte Versicherung

Die Gemischte Versicherung mit Versicherungssumme S ist eine Kombination aus reiner
Erlebensfallversicherung und Risikolebensversicherung. Daher gilt fir den Erwartungswert
des Erfullungsbetrags:

n—1
OBI,} —s. Z vm+l “mPx*Qx+m + SV qnpx =5 - Ax:h.

m=0
Analog zu obigen Uberlegungen gilt:

S-Axmt+a-P-n+B-P-ax:m+7v-S-0xm=P-0axn

4.2.5 Leibrente

Der Erfullungsbetrag einer Leibrente (ohne Todesfallleistung) mit Rentenhdéhe R hat folgen-

den Erwartungswert:
wW—X—

1
OB§=R- Z VT mPx
m=0
Ein zu Beginn zu zahlender Einmalbeitrag PE ergibt sich aus dem Aquivalenzprinzip:

wW—X—

1
PE=(a+B)-PE+(1+7)-R- > V™-mpx
m=0
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4.2.6 Aufgeschobene Leibrente

Der Erfullungsbetrag einer aufgeschobenen Leibrente (ohne Todesfallleistung) mit Renten-
hoéhe R hat folgenden Erwartungswert:

w—(x+n)—1

OB>L<=R' Z v mPx

m=x+n

Es wird angenommen, dass die Rente vorschlssig (d.h. am Jahresanfang) gezahlt wird.
Wenn die Beitragszahlungsdauer der Aufschubzeit entspricht, dann gilt aufgrund des Aqui-
valenzprinzips:

w—X—n
P-Gxm=R- Z v mPx
m=x+n
Analog zu obigen Uberlegungen gilt:
w—(x+n)—1
R‘ Z Vm‘mpx+P°a'n+P’B'dx;m+Y'R'ndx=P‘dx;ﬁ
m=Xx+n

Es wurde angenommen, dass neben den beitragssummenproportionalen Abschlusskosten
und den beitragsproportionalen Verwaltungskosten in der Aufschubzeit rentenproportionale
Verwaltungskosten im Rentenbezug erhoben werden.

4.2.7 Temporare Leibrente

Der Erfullungsbetrag einer temporaren Leibrente (ohne Todesfallleistung) mit Rente R hat
folgenden Erwartungswert:

n—1
L .
OBX=R' E VT mpx =R - x:a,
m=0

wobei n < w— x die maximale Anzahl der Rentenzahlungen ist, d. h. die Rente wird gezahlt
solange die Person lebt, hochstens jedoch flr n Jahre. Der zu Beginn zu zahlende Einmal-
beitrag PF berechnet sich wie folgt:

n
PE=(a+B)-PE+(1+7)-R- D V™ mpx

m=0

Lernergebnisse (C3)
Die Studierenden kénnen die Formeln fur die Leistungsbarwerte der Standardprodukte
herleiten und berechnen.

4.3 Rekursive Ansatze zur Berechnung von Pramien

Kerninhalte:

e Rekursive Ansatze zur Berechnung von Pramien

Pramien kénnen auch rekursiv (d.h. ohne die Verwendung von Kommgtationswerten) be-
rechnet werden, wie an folgenden Beispielen gezeigt werden soll. Die Uberlegungen erge-
ben sich aus der versicherungsmathematischen Bilanzgleichung.
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4.3.1 Einmalbeitrag fur eine sofort beginnende Leibrente

In diesem Fall kann der Einmalbeitrag fur eine sofort beginnende Leibrente rekursiv be-
rechnet werden (die Rente R, die Sterbetafel, der Kostensatz und der Rechnungszins sind
vorgegeben):

w—xVx =0,

m_]_Vx=(1+72)'R+1px+m_1'V'mVX+qX'0, m=a)—X,...,1

Somit ist
OVx

1-a-g

der zu Vertragsbeginn erforderliche Einmalbeitrag, um eine Leibrente ohne Todesfall-Leistung
zu finanzieren. Hier entsprechen die Rechnungsgrundlagen in der Kalkulation den Rech-
nungsgrundlagen der Pramienkalkulation. Es wird angenommen, dass bei Vertragsabschluss
Abschlusskosten in Hohe von a bezogen auf den Einmalbeitrag und einmalige Verwaltungs-
kosten in H6he von B, bezogen auf den Einmalbeitrag erhoben werden. Die Berechnung
kann jedoch auch ohne Rekursion erfolgen.

4.3.2 Laufende Pramie fiir eine Risikolebensversicherung

Vereinbart sei eine Vertragsdauer von n Jahren.
nVX = OI

m—1VYx = Qx+m-1+S*V+1Px+m-1*V-mVx—P-(1—B), m=n,...,1

Da die Pramie P unbekannt ist und die Versicherungssumme S vorgegeben ist, muss mit
einem numerischen Verfahren iteriert werden, bis die Bedingung oVx =—a - P - n erfullt ist.

Es wird dabei angenommen, dass zu Beginn Abschlusskosten in H6he von a bezogen auf
die Bruttobeitragssumme erhoben werden.

4.3.3 Laufende Pramie fiir eine Kapitallebensversicherung

Vereinbart sei eine Vertragsdauer von n Jahren.
nVx =S,

m—1Vx =dx+m-1-S*V+1Ppx+m-1-V-mVx—P-(1—B), m=n,..., 1

Da die Prdmie P unbekannt ist und die Versicherungssumme S vorgegeben ist, muss mit
einem numerischen Verfahren iteriert werden, bis die Bedingung oVx =—a - P - n erfullt ist.

Lernergebnisse (B2)
Die Studierenden kennen rekursive Ansatze zur Berechnung von Pramien.

4.4 Uberschussbeteiligung der Versicherungsnehmer

Kerninhalte:
e Griinde fiir das Entstehen von Uberschiissen (Uberschussquellen)
¢ Vorgehen bei der Uberschussbeteiligung der Versicherungsnehmer

e Beteiligung der Versicherungsnehmer an den Bewertungsreserven
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4.4.1 Entstehung von Uberschiissen

Da bei der Kalkulation der Beitrage und der Leistungen alle Rechnungsgrundlagen vorsich-
tig gewahlt sind, entstehen in der Regel Uberschisse. Es kann jedoch auch der Fall eintre-
ten, dass sich der Zins, die Sterblichkeit oder die Kosten ungtinstiger entwickeln als bei der
Kalkulation der Beitrage angenommen.

Bei der Analyse des Rohuberschusses ist nach der jeweiligen Quelle des Rohlberschusses
(Zinsergebnis, Risikoergebnis, Ubriges Ergebnis) zu unterscheiden. Das Kostenergebnis ist
Bestandteil des UGbrigen Ergebnisses.

Der Rohtberschuss im m-ten Jahr kann anhand der Kontributionsgleichung dargestellt wer-
den:

+ (Lx+m — m+1Vx) - (ax+m - QX+m)
+ (Kx+m - Ex+m) (1+10)

7 bezeichnet hier den tatsachlich erzielten Zins und i den Rechnungszins. Px+m, Lx+m und
I?X+m beNzeichnen Pramie, Leistungen und Kosten, die zu Jahresbeginn angefallen sind. Die
Kosten Kx+m kénnen von den einkalkulierten Kx+m abweichen. Dasselbe gilt fur die Ster-
bewahrscheinlichkeiten, so dass gx+m die beobachtete Sterblichkeitserfahrung bezeichnet
und gx+m die kalkulatorische Sterblichkeit. Lx+m gibt die Héhe der Leistung im Todesfall an,
die am Jahresende von Jahr m geleistet wird.

Die Kontributionsgleichung kann aus der versicherungsmathematischen Bilanzgleichung
hergeleitet werden. Die Summe aller Uberschisse ergibt den Rohiiberschuss. Der Begriff
Rohuberschuss kann auf das gesamte Lebensversicherungsunternehmen bezogen werden,
allerdings auch auf einzelne Tarife oder Tarifgenerationen.

Der Rohuberschuss kann folgendermafien verwendet werden:
e Bildung von Eigenkapital
e Zahlung einer Dividende an die Eigentimer
e Zufulhrung zur Rickstellung fur Beitragsruckerstattung (kurz RfB)
e Beteiligung der Versicherungsnehmer am Rohliberschuss durch die Direktgutschrift

Der Gesetzgeber hat Regelungen (z.B. in Deutschland die Mindestzufliihrungsverordnung)
erlassen, die sicherstellen, dass die Versicherungsnehmer angemessen am RohUberschuss
beteiligt werden.

4.4.2 Qberschussdeklaration, BezugsgroRen der Uberschussbeteiligung,
Uberschussverwendungsformen

Der Vorstand beschlieBt auf Vorschlag des Verantwortlichen Aktuars die Uberschussdeklara-
tion fur das Folgejahr. Die Uberschussanteile kénnen entweder der RfB entnommen werden
und den Vertragen gutgeschrieben werden oder ohne den Umweg Uber die RfB als Direkt-
gutschrift gewahrt werden.

Grundsatzlich missen laufende Uberschussanteile (diese werden jahrlich fallig) von Schluss-
Uberschussanteilen (diese werden bei Ablauf des Vertrages, bei Tod oder Kindigung bzw.
bei Wechsel in den Rentenbezug fallig) unterschieden werden.

Ubliche BezugsgroRen fiir die Uberschussbeteiligung sind:
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e Tarifbeitrag (z. B. fur laufende Uberschussanteile bei Risikolebensversicherungen, Be-
rufsunfahigkeitsversicherungen)

e Deckungskapital nach Rechnungsgrundlagen der Beitragskalkulation (z. B. fur laufende
Uberschussanteile bei kapitalbildenden Lebensversicherungen)

e Versicherungssumme flr kapitalbildende Lebensversicherungen

Diese Aufzahlung ist nicht abschlieBend. Die BemessungsgroBen sind abhangig von der
Versicherungsart, aber auch abhangig vom konkreten Lebensversicherungsunternehmen.
Die Uberschussanteile kdnnen nachdem sie anhand der deklarierten Uberschusssatze und
BezugsgroBBen berechnet wurden, folgendermafen verwendet werden:

e Sofortverrechnung mit dem Beitrag

Verzinsliche Ansammlung

Bonusbildung zur Erhdhung der Versicherungsleistung

Auszahlung

Anlage der Uberschiisse in einem Investmentfonds

Die Aufzahlung ist nicht abschlieBend und ist auBerdem abhangig vom Lebensversiche-
rungsunternehmen und von der Art der Versicherung.

4.4.3 Funktion der Uberschussbeteiligung im traditionellen Geschaftsmodell

Im traditionellen Geschaftsmodell der Lebensversicherung entstehen Uberschiisse u.a. durch
vorsichtig gewahlte Rechnungsgrundlagen. Uberschisse werden zu einem GrolSteil den Ver-
sicherungsnehmern zugeteilt. Der Gesetzgeber stellt dies mit verschiedenen Gesetzen si-
cher.

4.4.4 Beteiligung der Versicherungsnehmer an den Bewertungsreserven

Das Versicherungsvertragsgesetz (VVG) aus dem Jahr 2008 sieht vor, dass die Versiche-
rungsnehmer an den Bewertungsreserven bei Abgang des Vertrages aus dem Lebensversi-
cherungsbestand bzw. bei Wechsel von der Aufschubzeit in den Rentenbezug zu beteiligen
sind. Grund fur die EinfUhrung der Beteiligung an den Bewertungsreserven war ein Urteil
des Bundesverfassungsgerichts aus dem Jahr 2005. Die Beteiligung an den Bewertungsre-
serven ist seitdem Bestandteil der Uberschussbeteiligung der VN.

Da das handelsrechtliche Ergebnis nach HGB fir die Dotierung der RfB relevant ist und
bei der Bilanzierung der Kapitalanlagen nach HGB in der Regel der Buchwert relevant ist,
entstehen Abweichungen zu den Zeitwerten der Kapitalanlagen.

Konkret entstehen stille Reserven in einer Kapitalanlage (z.B. eines Wertpapiers), wenn
der Zeitwert dieser Kapitalanlage Uber dem Buchwert der Kapitalanlage liegt. Im anderen
Fall entstehen stille Lasten. Die Versicherungsnehmer sind an den saldierten Bewertungsre-
serven der Kapitalanlagen eines Lebensversicherungsunternehmens (ggf. maximiert mit 0)
bei Abgang ihres Vertrages nach einem verursachungsorientierten Verfahren zu beteiligen.

Bei der Beteiligung an den Bewertungsreserven wird unterschieden zwischen anspruchsbe-
rechtigten Versicherungen und nicht anspruchsberechtigten Versicherungen. Versicherun-
gen, die ein Deckungskapital haben, das lediglich zur Glattung des Risikoverlaufes bei kon-
stanten Pramien dient (z.B. Risikolebensversicherungen) sind nicht anspruchsberechtigt.
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Kapitalbildende klassische Lebens- und Rentenversicherungen sind hingegen anspruchs-
berechtigt, weil das Deckungskapital wesentlich zur Finanzierung einer garantierten Ab-
laufleistung dient. Fondsgebundene Versicherungen sind nicht anspruchsberechtigt, weil
samtliche Chancen und Risiken der Kapitalanlage beim VN liegen und die VN an samtlichen
Wertentwicklungen der ihnen zugeordneten Kapitalanlagen partizipieren.

Die Formel fUr den einzelvertraglichen Anspruch einer anspruchsberechtigten Versicherung
lautet:

SumKap(Vertrag)
BWR(Vertrag) = — -AAV -0, 5- max(BWR(LVU), 0)
ZVertrag(i)eBestand SumKap(Vertrag(i))

SumKap(Vertrag) sind die aufsummierten Deckungskapitalien nach Rechnungsgrundlagen
der Beitragskalkulation ab Vertragsbeginn. Dieser Schllssel dient der Zuordnung der Be-
wertungsreserven des gesamten Lebensversicherungsunternehmens auf die einzelnen Ver-
sicherungsvertrage. AAV ist der Anteil der anspruchsberechtigten Versicherungen am Ge-
samtunternehmen.

Da die Niedrigzinsphase an den Kapitalmarkten dazu fuhrte, dass sehr hohe Bewertungsre-
serven (insbesondere in festverzinslichen Kapitalanlagen) entstanden sind, und vermieden
werden sollte, dass hohe Mittel an die Versicherungsnehmer ausgezahlt werden, obwohl
diese Mittel zur Sicherstellung der Garantieleistungen in spateren Jahren bendtigt werden,
wurde die Beteiligung an den Bewertungsreserven neu geregelt.

Mit dem Lebensversicherungsreformgesetz (LVRG) wurde im Jahr 2011 die Beteiligung an
den Bewertungsreserven reformiert.

Es wird seitdem unterschieden zwischen Bewertungsreserven auf festverzinsliche Kapital-
anlagen und Zinsabsicherungsgeschaften und Bewertungsreserven aus anderen Kapitalan-
lagen (z.B. Aktien, Immobilien etc.). Die Bewertungsreserven auf festverzinsliche Kapital-
anlagen und Zinsabsicherungsgeschafte werden nur insoweit in die Beteiligung der Versi-
cherungsnehmer an den Bewertungsreserven einbezogen, wie sie einen Sicherungsbedarf
(unterbewertete Deckungsrickstellung) des Gesamtunternehmens Ubersteigen.

Viele Lebensversicherungsunternehmen haben eine Sockelbeteiligung im Rahmen der Uber-
schussdeklaration flr im Deklarationszeitraum abgehende Vertrage deklariert, die unab-
hangig von der Hohe der einem Versicherungsvertrag zugeordneten Bewertungsreserven
gewahrt wird. Sind die tatsachlich zugeordneten Bewertungsreserven hoher als die dekla-
rierte Sockelbeteiligung, so wird der Ubersteigende Betrag zusatzlich zur Sockelbeteiligung
gewahrt.

Lernergebnisse (B2)

Die Studierenden kennen die Grinde flr das Entstehen eines Rohtlberschusses. Die Stu-
dierenden kennen die Kontributionsgleichung. Die Studierenden kennen die Moglichkeiten
zur Verwendung des Rohiberschusses. Die Studierenden kennen das prinzipielle Vorge-
hen bei der Uberschussbeteiligung. Die Studierenden kennen (ibliche BezugsgréRen und
die wichtigsten Uberschussverwendungsformen. Die Studierenden kennen die Funktion
der Uberschussbeteiligung im traditionellen Geschaftsmodell.
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5 Grundwissen Pensionsversicherungsmathematik

5.1 Arbeitsrechtliches und betriebswirtschaftliches Umfeld

Kerninhalte

e Arbeitsrechtliches Umfeld
e Betriebswirtschaftliches Umfeld

Durch Pensionszusagen verpflichten sich Arbeitgeber, ihren Arbeitnehmern bei Eintritt ei-
nes Versorgungsfalles Leistungen der betrieblichen Altersversorgung zu gewahren. Als Ver-
sorgungsfalle kommen das Erreichen einer Altersgrenze (oder eines Altersbereichs, bei-
spielsweise zwischen 60 und 70), der Eintritt von Invaliditat (Berufsunfahigkeit, Erwerbs-
minderung, Dienstunfahigkeit), der Tod des Arbeitnehmers oder eine sonstige Ursache (z. B.
Entlassung aus dem Arbeitsverhaltnis im rentennahen Alter) in Betracht.

Leistungen der betrieblichen Altersversorgung sind Leistungen des Arbeitgebers, die - nach
dem jeweils geltenden Recht - auf den unterschiedlichsten Grundlagen basieren kénnen.
So kénnen die Regelungen dem Grunde nach dem jeweils malBgeblichen Arbeits- oder
Steuer- und seltener dem Zivilrecht unterliegen. Die Leistungszusagen kénnen freiwillig
oder verpflichtend erfolgen, der kollektiven Mitbestimmung unterworfen oder mitbestim-
mungsfrei sein, mit oder ohne vom Arbeitgeber getrenntem und insolvenzgesichertem De-
ckungsvermdégen finanziert und mit oder ohne Garantien ausgestaltet sein. Jedenfalls un-
terscheiden sich Zusagen der betrieblichen Altersversorgung von Versicherungsvertragen
u.a. dadurch, dass der Beginstigte kein individuelles (zivilrechtliches) Vertragsverhaltnis
mit der zahlungsverpflichtenden Einrichtung haben muss und die zusagende Einrichtung
nicht 6ffentlich-rechtlich reguliert sowie die Leistungen nicht durch vom Arbeitgeber aus-
gelagerte Deckungsmittel finanziert sein missen.

In Deutschland bestimmt das Arbeitsrecht weitgehend die Grundlagen der betrieblichen
Altersversorgung, was in anderen Landern nicht so gelten muss. Beispielsweise wird das
Betriebsrentenrecht in den USA und im Vereinigten Kénigreich uberwiegend durch das Steu-
errecht bestimmt.

Nachfolgend wird nicht zuletzt aus Praktikabilitatsgrinden auf die Situation in Deutschland
eingegangen. So bestimmt hierzulande der Arbeitgeber den Dotierungsrahmen (d. h. die
Kosten), den Durchfihrungsweg (d. h. das Finanzierungsvehikel, siehe dazu spater mehr)
und den begunstigten Personenkreis. Der Arbeitnehmer kann allerdings verlangen, dass
ihm bei entsprechendem Entgeltverzicht in bestimmtem Umfang wertgleiche Leistungen
der betrieblichen Altersversorgung gewahrt werden (Entgeltumwandlung).

Die Pensionszusagen kdnnen Bestandteil des Arbeitsvertrages sein oder auf Grund kollek-
tivrechtlicher Regelungen (z.B. Betriebsvereinbarung, Tarifvertrag) bestehen. Die inhaltli-
che Gestaltung ist den Betriebsparteien weitgehend Uberlassen, wobei allgemeine arbeits-
rechtliche Grundregeln (z. B. Gleichbehandlung) und spezielle Rechtsprechung zur betriebli-
chen Altersversorgung (z. B. Besitzstandsschutz bei Anderung von Pensionszusagen) zu be-
achten sind. Entsprechend ihrer Zielsetzung umfassen die Rechtsgrundlagen fur eine Pen-
sionszusage verschiedene inhaltliche Aspekte (wie den Geltungsbereich, die vorgesehenen
Leistungsarten, Leistungsvoraussetzungen, anrechenbare Dienstzeiten, mallgebende Be-
zuge und sonstige Bemessungsgrundlagen, Leistungsformeln, Vorschriften zur Berechnung
von Beitragen und zur Umrechnung von diesen Beitragen in Leistungen, usw.). Innerhalb
der Pensionszusagen unterscheidet man reine Leistungszusagen (defined benefit plans),
beitragsorientierte Leistungszusagen, Beitragszusagen mit Mindestleistung (alles Unterar-
ten von Leistungszusagen) und reine Beitragszusagen (defined contribution plans).

Das Betriebsrentengesetz (BetrAVG) regelt einige Rahmenbedingungen und Mindestnor-
men, insbesondere zur Unverfallbarkeit (d.h. der Aufrechterhaltung von Anwartschaften
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trotz vorzeitigem Ausscheiden aus dem Unternehmen), zur Insolvenzsicherung und zur An-
passung laufender Renten. FUnf Durchfihrungswege stehen fur die betriebliche Altersver-
sorgung zur Verfugung, die unmittelbare Pensionszusage (hier muss der Arbeitgeber zur
Finanzierung der Leistungen keine gegen seine Insolvenz gesicherten Deckungsmittel aus
dem Unternehmen bereitstellen), die Direktversicherung, die Pensionskasse, der Pensions-
fonds und die Unterstutzungskasse.

Die einzelnen Durchfihrungswege unterscheiden sich hinsichtlich der gesellschaftsrechtli-
chen Ausgestaltung und der steuerlichen, handelsrechtlichen und aufsichtsrechtlichen Be-
handlung. Diese Unterschiede strahlen auf die betriebswirtschaftlichen Fragestellungen und
die aktuariellen Lésungsansatze aus.

Fir unmittelbare Pensionsverpflichtungen bei Kapitalgesellschaften ist in den jeweiligen
Jahresabschlissen der Gesellschaft eine Rickstellung fir ungewisse Verbindlichkeiten zu
erfassen. Die Erfordernisse hinsichtlich der versicherungsmathematischen Ansatze fir die
Ermittlung dieser Rickstellungen hangen wesentlich vom jeweiligen Abschluss ab. Wah-
rend im handelsrechtlichen Jahresabschluss die Regelungen des HGB (insbesondere § 253
HGB) und die dazu erlassenen Verlautbarungen des IDW?2? (insbesondere IDW RS HFA 30)
zu beachten sind, sind fur die Pensionsruckstellung in der Steuerbilanz die Regelungen des
EStG (insbesondere § 6a EStG) sowie die Richtlinien der Finanzverwaltung (insbesondere
die EStR23) maRgeblich. Im Gegensatz zu den Bewertungsannahmen fiir handelsrechtliche
Zwecke, die dem Grundsatz der besten Schatzung folgen sollen, tendieren die fUr steuer-
liche Bewertungen vorgeschriebenen Bewertungsannahmen aus fiskalpolitischen Grunden
dazu, eher restriktiv zu sein (und fihren damit haufig zu einer Unterbewertung der unge-
wissen Verpflichtung).

Flr Bewertung von Ruckstellungen nach internationalen Rechnungslegungsstandards (IFRS,
US-GAAP) sind wiederum die speziellen Bewertungsvorschriften des jeweiligen Standards
zu beachten. Aber auch zu weiteren Anlassen kann eine Bewertung von unmittelbaren Pen-
sionsverpflichtungen erfolgen, z.B. im Rahmen der Unternehmensbewertung, bei der an-
gemessenen Berlicksichtigung von Pensionszusagen in der Kostenrechnung, bei der Ermitt-
lung der Bemessungsgrundlage fur die — nach deutschen Arbeitsrecht gesetzlich verpflich-
tende - Insolvenzsicherung, sowie im Rahmen von mehrjahrigen Planungsrechnungen.

Bei mittelbaren Pensionsverpflichtungen (also bei Durchfihrungswegen, bei denen dem
Grunde nach Deckungsmittel vom Arbeitgeber ausgelagert werden, d.h. bei Direktversi-
cherung, Pensionskasse, Pensionsfonds und Unterstlitzungskasse) kann ebenfalls ein Bi-
lanzausweis oder eine Angabe im Bilanzanhang der zusagegebenden Gesellschaft notwen-
dig werden (z. B. im Falle einer Unterdeckung).

Bei der aktuariellen Begleitung von Versorgungseinrichtungen der betrieblichen Altersver-
sorgung, die von der BaFin reguliert bzw. beaufsichtigt werden, ergeben sich wiederum
der jeweiligen Aufgabe entsprechend spezielle versicherungsmathematische Fragestellun-
gen. Dazu gehdren z.B. die Kalkulation von Beitragen und Leistungen, die Kontrolle der
Rechnungsgrundlagen, die Ermittlung der Deckungsrickstellung oder das Aufstellen einer
versicherungstechnischen Bilanz. Als oberstes Ziel gilt hier die Sicherstellung der dauern-
den Erfullbarkeit der Verpflichtungen der Einrichtung und folglich missen die verwendeten
Annahmen eher vorsichtig gewahlt werden.

Ein weiteres Aufgabengebiet von Aktuaren ist die Beurteilung, welcher Durchfihrungsweg
fir den Arbeitgeber unter bestimmten Voraussetzungen betriebswirtschaftlich am gtins-
tigsten ist. Mit Hilfe einer Prognoserechnung kann - unter Festlegung der relevanten Rah-
menbedingungen Uber den gesamten Prognosezeitraum - untersucht werden, inwieweit
eine unmittelbare oder eine mittelbare Durchfihrung der betrieblichen Altersversorgung
Vorteile mit sich bringt. Bei dieser Aufgabenstellung kommt einer madglichst realistischen
Einschatzung der langfristig zu erwartenden bewertungsrelevanten Annahmen besondere
Bedeutung zu.

22|nstitut der Wirtschaftspriifer
23Einkommensteuer-Richtlinien
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Ferner sind durch den Aktuar z.T. einzelfallbezogene Ermittlungen des Werts einer Pensi-
onsverpflichtung vorzunehmen (z.B. im Rahmen der Ubertragung und Abfindung von Pen-
sionszusagen sowie im Rahmen des Versorgungsausgleichs).

Lernergebnisse (B2)

Die Studierenden verstehen und kénnen erlautern, welchen Einfluss das Arbeitsrecht so-
wie betriebswirtschaftliche Uberlegungen auf versicherungsmathematische Fragestellun-
gen im Bereich der Pensionsversicherungsmathematik haben.

5.2 Bevolkerungsmodell und Rechnungsgrundlagen

Kerninhalte

e Bevélkerungsmodell
¢ Rechnungsgrundlagen
e verbundene Risiken

5.2.1 Bevolkerungsmodell

Um einen Personenbestand einer versicherungsmathematischen Bewertung unterziehen zu
kdénnen, miussen bekanntlich Rechnungsgrundlagen herangezogen werden, die die Entwick-
lung des Bestandes hinsichtlich unterschiedlicher Ausscheideursachen, wie beispielsweise
Tod, Invaliditat, Fluktuation, Pensionierung usw., dem Bewertungszweck entsprechend an-
gemessen abbilden. Je nach verwendetem Bewertungsmodell kdnnen u.U. auch Neu- und
Wiedereintritte einbezogen werden.

Um solche Rechnungsgrundlagen zu entwickeln, werden - je nach Verwendungszweck so-
wie theoretischen und praktischen Uberlegungen - typischerweise unterschiedliche Perso-
nengesamtheiten untersucht. So kénnen beispielsweise aus meist mehrjahrigen Untersu-
chungen die Beobachtungen zu einer oder mehreren Ausscheideursachen bei einem (oder
mehreren) Versicherungs- oder sonstigen Unternehmen herangezogen werden. Auch kom-
men Statistiken der Bevoélkerungsentwicklung sowie Statistiken aus der gesetzlichen Ren-
tenversicherung in Betracht. Die Rohergebnisse flr Ausscheidewahrscheinlichkeiten wer-
den dann nach unterschiedlichen Verfahren modifiziert bzw. geglattet (z. B. um aul3eror-
dentliche Ereignisse im Untersuchungszeitraum oder Unzulanglichkeiten der Untersuchung
auszugleichen). Im letzten Schritt werden — unter Berlicksichtigung des Verwendungszwecks
— Anpassungen vorgenommen, um kinftig zu erwartenden Entwicklungen Rechnung zu tra-
gen sowie um Sicherheits-, Profitabilitats- und/oder sonstige Margen zu bericksichtigen.

Die Uberwiegend bei der Bewertung von unmittelbaren Pensionsverpflichtungen in Deutsch-
land verwendeten biometrischen Rechnungsgrundlagen sind die 'Richttafeln 2005 G’, bei
denen es sich um Generationensterbetafeln handelt und die keine Sicherheits- oder sons-
tige Margen enthalten. Im Folgenden soll das den Richttafeln zugrunde liegende Bevdlke-
rungsmodell mit der Hauptgesamtheit der Aktiven und den beiden vorzeitigen Ausschei-
deursachen Invaliditat und Aktiventod als konkretes Beispiel dargestellt werden (vgl. Ab-
schnitt 3).
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aktiv

Renteneintritt

Im Rahmen dieses Bevolkerungsmodells wird vor Erreichen eines fest definierten Pensionie-
rungsalters zwischen den "Aktiven’ (a), den ’Invaliden’ (i) und der Gesamtheit der lebenden
Personen, dem sogenannten 'Gesamtbestand’ (g) unterschieden. Die lebenden Personen
ab Erreichen des festen Pensionierungsalters z bilden die Gesamtheit der ’Altersrentner’
(r). Ferner ist die Gesamtheit der Witwen/Witwer zu berlcksichtigen (w).

Ohne Bertlcksichtigung einer Hinterbliebenenversorgung kann dieses Bevoélkerungsmodell
durch einen Markov-Prozess mit den Zustanden ’aktiv’, 'invalide’, 'tot ohne Anspruch’ und
"pensioniert’ beschrieben werden. Dabei geht man im Richttafel-Modell davon aus, dass
der Ubergang vom Zustand ’invalide’ in den Zustand 'aktiv’ ausgeschlossen ist. Allerdings
lassen sich in diesem Markov-Prozess nur sehr einfache Zusagen der betrieblichen Alters-
versorgung abbilden. I.d.R. wird daher ein Zustandsmodell mit weiteren Zustanden bené-
tigt. Dies qgilt insbesondere bei der Berucksichtigung einer Hinterbliebenenversorgung, da
im Modell der Heubeck-Richttafeln 2005 G nicht von einer festen Altersdifferenz zwischen
der verstorbenen Person und der Witwe / dem Witwer ausgegangen werden kann und somit
je ein Zustand fur jeden moglichen Geburtsjahrgang der Witwe / des Witwers benétigt wird.
Aber auch bei Ausgestaltungen, in denen die Hohe der Invalidenleistungen vom Zeitpunkt
des Eintritts der Invaliditat abhangt, werden weitere Zustande bendtigt. Gleiches gilt fur die
Berucksichtigung von Fluktuation. Bei komplexeren Gestaltungsformen der betrieblichen
Altersversorgung kann der notwendige Zustandsraum daher eine beachtliche Komplexitat
erreichen.

Im Modell der Richttafeln geht man ferner von folgenden Voraussetzungen aus (dem soge-
nannten Axiomensystem der Pensionsversicherungsmathematik ).

1. Die Austrittszeitpunkte aus der Gesamtheit bzw. aus den Gesamtheiten (bei einem
Aktivenbestand: aus dem Aktiven-, Invaliden- und Gesamtbestand) sind innerhalb des
Jahres gleichverteilt

2. Die Verzinsung innerhalb des Jahres erfolgt bankublich, d. h. linear, die Zinsgutschrift
erfolgt also erst zum Ende des Jahres (Gemischte Verzinsung)

3. Die Zahlungen der Renten erfolgen determiniert zum Beginn bzw. Ende der Zahlungs-
abschnitte, zu deren Beginn bzw. Ende ein Anspruch besteht (Determinierte Falligkeit
der Rentenzahlungen)

Im Folgenden werden die einjahrigen Ausscheide- und Ubergangswahrscheinlichkeiten des
Richttafel-Modells dargestellt. Der Einfachheit wegen wird der Geburtsjahrgang Ublicher-
weise bei der Notation nicht berlcksichtigt. Ferner wird das Geschlecht durch Verwendung
von x fur das Alter eines Mannes bzw. von y flr das Alter einer Frau gekennzeichnet.

. q)‘z die Wahrscheinlichkeit einer mannlichen Person des Bestands b mit Alter x und
Geburtsjahrgang G, innerhalb eines Jahres zu sterben, be {r,i,g, w}
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. qga die Wahrscheinlichkeit eines x-jahrigen Aktiven mit Geburtsjahrgang G, im Alters-
intervall (x, x + 1] wegen Todes aus der Aktivengesamtheit auszuscheiden

e ix die Wahrscheinlichkeit eines x-jahrigen Aktiven mit Geburtsjahrgang G, im Altersin-
tervall (x, x + 1] wegen Invaliditat aus der Aktivengesamtheit auszuscheiden

o pg =1- qﬁ die Wahrscheinlichkeit einer Person des Bestands b mit Alter x und Ge-
burtsjahrgang G, das Alter x+1 zu erleben, be {r,i,g, w}

o pg =1—qZ%— ix die Wahrscheinlichkeit eines x-jahrigen Aktiven mit Geburtsjahrgang
G auch im Alter x + 1 noch zur Aktivengesamtheit zu gehéren

. pf’(" =y - 1p mit 1p 11 C’; die Wahrscheinlichkeit eines x-jahrigen Aktiven

+1 _1
mit GeburtSJahrgang G im Altersmtervall (x, x + 1] innerhalb eines Jahres invalide zu
werden und das Ende des Jahres als Invalider zu erleben

e hx die Wahrscheinlichkeit eines x-Jahrigen, bei Tod im Altersintervall (x, x + 1] verhei-
ratet zu sein

e y(x) Alter der Witwe am Beginn des Todesjahres des Mannes bei Tod des Mannes im
Altersintervall (x, x + 1]

e X(y) Alter des Witwer am Beginn des Todesjahres der Frau bei Tod der Frau im Alters-
intervall (y,y + 1]

1-
bw — gb . h, - , mit 1p% _ %00 die Wahrscheinlichkeit einer Person
© P =y P 1P, Pyoort T 1oIew,

des Bestands b m|t AIter x und Geburtsjahrgang G, innerhalb eines Jahres unter Hin-
terlassung einer Witwe mit Geburtsjahrgang g’ zu sterben, die das Ende des Jahres
mit Alter y(x) + 1 erreicht, be {r, i, g}

o pgaw = qfé" hx - 7p YO0+ . die Wahrscheinlichkeit eines mannlichen Aktiven des Alters

X mit GeburtSJahrgang G innerhalb eines Jahres als Aktiver unter Hinterlassung einer
Witwe mit Geburtsjahrgang g’ zu sterben, die das Ende des Jahres mit Alter y(x) + 1
erreicht

1
2

aiw _ ; . . _ Cl . . . . . _
o pI =ix q - hy p Yo+ 1 1q 417 —1_7q die Wahrscheinlichkeit eines mann

lichen Aktlven des AIters X m|t GeburtSJahrgang G innerhalb eines Jahres invalide zu

werden und noch im gleichen Jahr unter Hinterlassung einer Witwe mit Geburtsjahr-
gang g’ zu sterben, die das Ende des Jahres mit Alter y(x) + 1 erreicht

. ng = pgaw + pg"w die Wahrscheinlichkeit eines mannlichen Aktiven des Alters x mit

Geburtsjahrgang G, innerhalb eines Jahres unter Hinterlassung einer Witwe mit Ge-
burtsjahrgang g’ zu sterben, die das Ende des Jahres mit Alter y(x) + 1 erreicht

Anmerkung: Fur die Darstellung der unterjahrigen Wahrscheinlichkeiten wird also zusatzlich
angenommen, dass der Ubergang innerhalb des Jahres rechnungsmaRig, also zur Mitte des
Jahres stattfindet.

5.2.2 Rechnungsgrundlagen und damit verbundene Risiken

Zu den Rechnungsgrundlagen in der Pensionsversicherungsmathematik gehoéren

e Ausscheideordnung
e Rechnungszins

e Trendannahmen (z. B. Gehaltstrend, Rententrend)
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e Zuschlage

o Kosten

Wie bereits erwahnt, hangen in der Pensionsversicherungsmathematik die Festlegung der
Rechnungsgrundlagen und die damit verbundenen Risiken stark vom jeweiligen Durchflih-
rungsweg sowie vom Anlass der Bewertung ab. Dies wird im Folgenden an einigen Anwen-
dungsfallen erlautert.

Fir die Berechnung der Rilckstellung fur eine unmittelbare Pensionsverpflichtung in der
Steuerbilanz sind ein Rechnungszins von 6 % und das steuerliche Teilwertverfahren (vgl.
5.4.2, Prinzip der Pramiengleichverteilung) als Bewertungsverfahren verpflichtend vorge-
schrieben. Als Ausscheideordnung finden in der Regel die Heubeck-Richttafeln 2005 G An-
wendung, da diese derzeit ohne besonderen Nachweis fur die steuerliche Bewertung zuge-
lassen sind. Eine explizite Berucksichtigung der Fluktuation ist nicht zuldssig, vielmehr soll
die Fluktuation durch Ansatz eines Mindestalters flir die Teilwertberechnung pauschal be-
ricksichtigt werden. Kinftige Erhéhungen (also Gehalts- und Rententrends) sind nur einzu-
beziehen, wenn sie dem Grunde und der Hé6he nach feststehen. Der Ansatz von Zuschlagen
und Kosten in der Rickstellungsberechnung ist nicht zulassig. Die steuerliche Bewertung
fuhrt — gerade in einem Niedrigzinsumfeld - i. d. R. zu einer deutlichen Unterbewertung der
Pensionsverpflichtung in der Steuerbilanz und in Folge dessen zu einer Besteuerung von
fiktiven Gewinnen, weil die Kosten der Altersversorgung nach dem HGB hdher angesetzt
werden, als es in der Steuerbilanz zulassig ist.

In der Handelsbilanz werden die Rechnungsgrundlagen, mit Ausnahme des Rechnungszin-
ses, grundsatzlich nach dem Grundsatz der bestmaoglichen Schatzung (best estimate) fest-
gelegt. Sicherheits- oder Kostenzuschlage sollen demnach auch bei der Berechnung der
handelsrechtlichen Pensionsrickstellungen nicht angesetzt werden. Als Rechnungszins ist
ein der Duration (zahlungs- und zinsgewichtete, durchschnittliche Laufzeit aller kinftigen
Leistungszahlungen) der Verpflichtung entsprechender durchschnittlicher Marktzinssatz der
vergangenen 10 Jahre anzusetzen. Pauschal kann dabei auch eine Duration von 15 Jahren
unterstellt werden. Als Bewertungsverfahren sind die PUC-Methode (vgl. 5.4.2, Prinzip der
verursachungsgerechten Aufwandsermittlung), das modifizierte Teilwertverfahren oder an-
dere dem Erwerb der Anrechte folgende Verfahren geeignet. Als Ausscheideordnung finden
ebenfalls Uberwiegend die Richttafeln 2005 G Anwendung, z.T. in modifizierter Form. Tren-
dannahmen und Fluktuation sind explizit zu bericksichtigen. Risiken bei der handelsrecht-
lichen Bewertung resultieren insbesondere aus Fehlern bei der Festlegung der Rechnungs-
grundlagen (z. B. aufgrund einer gegenuber den Richttafeln erhdéhten Lebenserwartung des
konkreten Kollektivs oder aufgrund eines dem Verfahren der Rechnungszinsermittlung zu-
zuordnenden Verlaufs), aus Fehleinschatzungen bezuglich des Umfangs der zugesagten
Leistungen oder aus zufallsbedingten Schwankungen (insbesondere bei kleineren Kollekti-
ven).

Viele Pensionskassen sind betriebliche Sozialeinrichtungen, deren Trager ein einzelnes Un-
ternehmen oder eine Unternehmensgruppe ist. Es handelt sich dabei i.d.R. um regulierte
Pensionskassen gem. § 233 VAG, bei denen fir die Berechnung der Deckungsrtckstellung
und die Kalkulation der Beitrage andere Rechnungsgrundlagen zum Ansatz kommen als bei
Lebensversicherungsunternehmen. Dennoch sind auch bei diesen Einrichtungen die Rech-
nungsgrundlagen ausreichend sicher zu wahlen. Im Gegensatz zu Direktzusagen kommen
daher bei der Festlegung der Rechnungsgrundlagen Sicherheitszuschlage (z. B. bei der Aus-
scheideordnung) oder -abschlage (z.B. beim Rechnungszins) zur Anwendung. Auch Kos-
tenzuschlage werden in der Kalkulation berlcksichtigt, allerdings operieren diese Einrich-
tungen i.d.R. ohne ein Vertriebsnetz, so dass i.d.R. keine Abschlusskosten bericksichtigt
werden.

Lernergebnisse (B3)

Aufbauend auf Kapitel 4.1 und 4.3 kdénnen die Studierenden das Bevoélkerungsmodell, die
Rechnungsgrundlagen sowie die damit verbundenen Risiken (mit Anwendungen) erlau-
tern.
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5.3 Leistungsbarwerte

Kerninhalte

e Besonderheiten der Barwerte der Pensionsversicherungsmathematik
e Zuordnung von Leistungen auf Alter

Wir betrachten nun im Modell der Richttafeln 2005 G eine x-jahrige Person der Gesamtheit
be{a,ir,g, w}. In 3.3.2 wurde dargestellt, dass sich der Erwartungswert des Erflllungs-
betrages bzw. der Barwert einer ungewissen Verpflichtung gegenuber dieser Person ganz
allgemein in der Form
OB)L( = Z vk. kPx * kLx
k>0

darstellen lasst. ¢Ly stellt wie beschrieben den Erwartungswert der gesamten Leistung dar,
die durch Erreichen des Altersintervalls (x + k, x + k + 1] ausgeldst werden kann, diskontiert
auf den Bewertungsstichtag.

Mit Hilfe dieser Darstellung kdnnen samtliche Anwartschaftsbarwerte und Barwerte einer
laufenden Leistung beschrieben werden. Im Folgenden sollen anhand einiger ausgewahl-
ter Falle die Besonderheiten der Barwerte der Pensionsversicherungsmathematik analysiert
werden.

5.3.1 Barwert einer laufenden Rente

Der Barwert des Anspruchs eines Rentners des Alters x vom Jahresbetrag 1, lebenslang
vorschussig zahlbar in t Raten p. a. lasst sich wie folgt darstellen:

. t) ~
(t)a; = E vk-kp;-,g)L; , x>z
k>0
or 1 =1 /A
r — . — . r
k'L, = : V(t) ?px+k , X+k>z

Analog: (037, (t)éi, (t)é;"

Dabei gilt wegen des in 5.2.1 vorgestellten Axiomensystems (Axiom 2 - gemischte Verzin-
sung) fur die Abzinsung von einem Zeitpunkt t = T auf t = 0:

V|.TJ
1+(t—|T])-i
Dabei bezeichnet | 7] die GauB-Klammer von T, also den ganzzahligen Anteil von T.

v(T) =

Unter der Voraussetzung der Axiome 1 - 3 existiert nun ein von x unabhingiges k9, so

dass gilt W&’ = & — k(Y und man erhalt fiir kO (Unterjahrigkeitskorrektur):
Pot=1
(6 — 1+l’Z A |
t Soot+A-d
i Opr — 1_k®.(1—=v.p" '
Ferner kann man zeigen, dass | 'L} = 1—k (1 v px+k) gilt.
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5.3.2 Anwartschaftsbarwerte und Invarianzsatz

Beispielhaft 1asst sich der Barwert der Anwartschaft eines Aktiven des Alters x auf eine
lebenslang laufende Invalidenrente vom Jahresbetrag 1, vorschussig zahlbar in t Raten p. a.,
wie folgt darstellen:

. w—x A
Ozat = vEpd-Orat | x<z
k=0
f(t)L"ai _ ix+m * %p;+m+% -(k(t)+ (t)ax+m+1) fir x+k<z
X 0 fir x+k=2z

Wie bereits die Darstellung dieses Barwertes erkennen lasst, hat die GroRe k(O im Modell
des Axiomensystems der Pensionsversicherungsmathematik eine ganz unmittelbare Be-
deutung: Wird bei 1/t-vorschissiger Zahlungsweise durch Eintritt eines zufalligen Ereignis-
ses mit Gleichverteilung des Ereigniszeitpunktes innerhalb eines Jahres, z. B. durch Eintritt
der Invaliditat, eine laufende Rente der Hdhe 1/t pro Zahlungsabschnitt ausgeldst, die bis
zum Ende des Jahres lauft, dann stellt k(©) den Erwartungswert der innerhalb dieses Jahres
gezahlten und auf das Ende des Jahres aufgezinsten Rentenraten dar.

Ferner gilt auf Basis des in 5.2.1 dargestellten Axiomensystems der sogenannte Invarianz-
satz. Dieser besagt, dass Anwartschaftsbarwerte von Renten mit gleichbleibender Renten-
héhe nicht von der Zahlungsweise abhangen, wenn sowohl der Zeitpunkt des die Rente
auslésenden Ereignisses als auch der Zeitpunkt des die Rente beendenden Ereignisses in-
nerhalb eines Jahres gleichverteilt sind.

Der Invarianzsatz gilt folglich insbesondere fiir (t)é)c(’i, d.h. es gilt (t)éf:" = éﬁ". Der Inva-
rianzsatz gilt jedoch auch fir den Barwert der Anwartschaft eines Rentners des Alters x
auf eine lebenslang laufende Ehegattenrente vom Jahresbetrag 1, vorschissig zahlbar in t
Raten p.a.:

(t)é;W = Z Vk~kp;-f<t)LA;W = &Y, x>z
k=0
Oprw  — gr . C1pW (KD 4 ©5Y
k Lx il hx+k %py(x.,.k).,.% (k + ay(x+k)+1)

Analoges gilt far (042" und fur (f)éiw.
Folgende weitere Barwerte sind von Interesse:

. (t)égiA: Barwert der Anwartschaft eines Aktiven des Alters x auf eine lebenslang lau-
fende Invaliden- und Altersrente vom Jahresbetrag 1, vorschissig zahlbar in t Raten
p.a.

. (t)ég"w: Barwert der Anwartschaft eines Aktiven des Alters x auf eine lebenslang lau-

fende Ehegattenrente vom Jahresbetrag 1 bei Tod als Aktiver oder nach Erreichen der
Altersgrenze als Aktiver, vorschissig zahlbar in t Raten p. a.

. (t)égiw: Barwert der Anwartschaft eines Aktiven des Alters x auf eine lebenslang laufen-
de Ehegattenrente vom Jahresbetrag 1 bei Tod nach Eintritt der Invaliditat, vorschussig
zahlbar in t Raten p. a.
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5.3.3 Zuordnung von Leistungen auf Alter

Da die HOohe der Leistungen bei Eintritt eines Versorgungsfalles Ublicherweise nicht aus-
schlieBlich altersabhangig definiert ist und Bewertungen in aller Regel nicht exakt zum
Geburtstag des Berechtigten erstellt werden, stellen sich hieraus bei der Bewertung von
Pensionszusagen zwei Fragestellungen:

(a) Welches (ganzzahlige) Alter x wird einem konkreten Bewertungsstichtag zugeordnet?

(b) Welche Leistung wird dem ganzzahligen Alter x zum jeweiligen Bewertungsstichtag
zugeordnet?

Als ganzzahliges Alter wird bei der Bewertung von Pensionsverpflichtungen i. d. R. das soge-
nannte 'versicherungstechnische Alter’ zum Bewertungsstichtag angesetzt. Das versiche-
rungstechnische Alter entspricht hierbei dem Lebensalter, wenn am Bewertungsstichtag
der letzte Geburtstag weniger als sechs Monate zurlckliegt und dem um ein Jahr erhdh-
ten Lebensalter, wenn der letzte Geburtstag sechs Monate oder langer als sechs Monate
zuruckliegt.

Im Rahmen der Zuordnung von Leistungen auf versicherungstechnische Alter werden unter-
schiedliche Ansatze verfolgt. Im Folgenden werden zwei ausgewahlte Methoden vorgestellt:

e Rlckrechnungsmethode: Dem Pensionierungsalter z wird die exakt auf diesen Zeit-
punkt ermittelte Leistung zugeordnet. Dem versicherungstechnischen Alter x < z wird
die Leistung zugeordnet, die der um z— x geringeren Dienstzeit entspricht.

e Stichtagsmethode: Dem Pensionierungsalter z wird ebenfalls die exakt auf diesen Zeit-
punkt ermittelte Leistung zugeordnet. Einem versicherungstechnischen Alter x < z
wird die Leistung zum nachsten Geburtstag zugeordnet.

Ist die Zuordnung der Leistungen auf ganzzahlige Alter erfolgt, so kann die Pensionszusage
nun durch - entsprechend der Komplexitat der Pensionszusage aufgegliederte — Rentenvek-
toren beschrieben werden, z. B. wie folgt:

. RgiA: Hohe der jahrlichen Rentenleistung bei Eintritt von Invaliditat (x + k < z) und
Erreichen der Altersgrenze (x + k = z).

o RZ?: Hohe der jahrlichen Rentenleistung bei Eintritt von Aktiventod (x + k < z) und
Hohe der Anwartschaft auf Ehegattenrente nach Rentnertod (x + k = z).

. R,‘j"w: Hohe der jahrlichen Rentenleistung bei Eintritt von Invalidentod. Diese hangt in
der gewahlten Aufgliederung nur vom Alter (x + kK < z) bei Eintritt der Invaliditat ab.

Mit Hilfe dieser Rentenvektoren kénnen die Anwartschaftsbarwerte %)ﬁx unter Berlcksich-
tigung der Leistungshéhen wie folgt dargestellt werden:

®)p _ paia (B faia aaw () faaw aiw () faiw
kLX_Rk “k Lx +Rk s Lx +R/< k Lx

Lernergebnisse (B4)
Die Studierenden sind in der Lage, Besonderheiten der Barwerte sowie die Zuordnung von
Leistungen auf die Alter zu analysieren.

5.4 Pramien und Reserven

Kerninhalte

e Besonderheiten der Pramien- und Reserveermittiung
e wesentliche Bewertungsverfahren
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5.4.1 Besonderheiten der Pramien- und Reserveermittlung

In der betrieblichen Altersversorgung kann zwischen individuellen und kollektiven Finanzie-
rungsverfahren unterschieden werden.

Bei den individuellen Finanzierungsverfahren wird fur jeden Berechtigten ein individueller
Pramienvektor Py festgelegt. Hierbei kommen unter anderem laufende Pramien, echte Ein-
malpramien und sogenannte laufende Einmalpramien zur Anwendung. Bei der Bewertung
von Pensionszusagen in den Durchfihrungswegen Direktzusage und Unterstltzungskasse
handelt es sich hierbei i.d.R. um ‘fiktive’ Pramien, die nur fur die Zwecke der Ermittlung
der Rickstellungshohe bendtigt werden (vgl. Abschnitt 5.4.2).

Im haufigen Fall einer jahrlich vorschissig zahlbaren konstanten Pramie Px mit Préamienzah-
lung von Vertragsabschluss bis zum Eintritt eines Versorgungsfalles Iasst sich der Pramien-
barwert wie folgt beschreiben:

P _ k., H,a _—. . A/a
OBx - PXZV kPy =: Px A

wobei n die Dauer bis zum Pensionierungsalter bezeichnet.
Die prospektive Reserve berechnet sich dann zu

pro _ L__ P _ L__ . aa
mVX me me me Px a,

o 5o - Bt
Aus dem individuellen Aquivalenzprinzip folgt dann Px = oa—;‘
X

Bei einigen 'klassischen’ Pensionskassen finden auch kollektive Finanzierungsverfahren An-
wendung, bei denen die Finanzierung nicht auf den einzelnen Vertrag, sondern auf ein Kol-
lektiv oder die gesamte Versichertengemeinschaft abgestellt wird. In der Praxis sind unter
anderem folgende Verfahren anzutreffen:

e Durchschnittspramie: Die Summe der individuellen Pramien wird nach einem gewissen
Schldssel (z. B. gleichmaRBig) auf die einzelnen Versicherten verteilt.

e Technische Durchschnittspramie: Die Jahrespramie wird ermittelt, indem der Barwert
aller nicht durch Vermoégen gedeckter Leistungen gleichmaRig Uber die restliche Akti-
venzeit des Kollektivs verteilt wird.

e Bilanzausgleichsverfahren: Das Tragerunternehmen verpflichtet sich, ein etwaiges Ver-
mogensdefizit in der am Ende des Jahres aufgestellten versicherungstechnischen Bi-
lanz durch zusatzliche, kinftig zu entrichtende Zuwendungen auszugleichen.

5.4.2 Wesentliche Bewertungsverfahren

Gerade fur die Bewertung von unmittelbaren Pensionsverpflichtungen gegenuber Aktiven
steht eine Reihe von Bewertungsverfahren zur Verfigung. Welches Bewertungsverfahren
konkret Anwendung findet, hangt malSgeblich vom Anlass der Bewertung ab.

Es sind recht verschiedene Bewertungsverfahren denkbar, die von dem reinen Umlagever-
fahren (keine Vorfinanzierung) bis hin zum Einmalpramienverfahren (Vollfinanzierung bei
Eintritt) reichen. Im Folgenden werden zwei Ubliche verwendete Bewertungsverfahren vor-
gestellt:

FUr die steuerliche Bewertung der Pensionsrickstellung ist das sogenannte Teilwertverfah-
ren zwingend vorgeschrieben (§ 6a EStG). Der Teilwert entspricht dabei der prospektiven
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Deckungsruckstellung unter Berucksichtigung einer vom Eintritt in das Unternehmen bis
zum Eintritt eines Versorgungsfalls jahrlich vorschissig zahlbaren konstanten Pramie Py.
Hier gilt far die Finanzierung das Prinzip der Gleichverteilung der Pramien Uber den Zeit-
raum, Uber den die Pramienzahlungen erwartet werden. Der Teilwert einer Verpflichtung
lasst sich somit wie folgt darstellen:

L »a
mVx = me — Px- A+m
. 0By,
m|t Px = —a
a

X

wobei x das Eintrittsalter und m die seitdem abgelaufene Dauer sei.

Im Rahmen der internationalen Bilanzierungsstandards IFRS und US-GAAP sowie bei der
deutschen handelsrechtlichen Bewertung einer Pensionsverpflichtung findet Gberwiegend
die Projected-Unit-Credit-Methode (kurz PUC-Methode) Anwendung, wobei sie nur nach
den internationalen Bilanzierungsstandards verpflichtend heranzuziehen ist. Bei diesem
Verfahren gilt fur die Finanzierung das Prinzip der verursachungsgerechten Zuordnung von
Leistungen zu Dienstzeiten. Der Barwert einer Verpflichtung flr klassische Leistungszusa-
gen lasst sich wie folgt beschreiben:

n—m

— k a m_@® p _

mVx = E v -kpx+m-—m+k-m+ka m=0,1,...,n
k=0

Anmerkung: Passend zur Definition der Er?+/<’:x wurde in dieser Darstellung mLJrk mit ganzzah-

ligen Werte m und m + k bestimmt. In der Praxis wird m + k i.d.R. passend zum Verfahren

der Anspruchszuordnung auf den Bewertungsstichtag ermittelt (z. B. m+nIZ+ firm+ k < n).

T
2
Teilweise werden fur die handelsrechtliche Bewertung der Pensionsrtckstellung auch modi-
fizierte Teilwertverfahren angesetzt, wie z. B. der modifizierte Teilwert nach Engbroks:

— L _ pmod , za
mVx = me Px Ax+m
m, L
mit PMod = V7 om By
xm " m . 5a
8+ VM- &7

wobei a7 den Barwert einer jahrlich vorschissig zahlbaren Zeitrente der H6he 1 und Dauer
m bezeichne.

Lernergebnisse (C3)
Die Studierenden kdénnen die Besonderheiten der Pramien- und Reserveermittlung sowie
die wesentlichen Bewertungsverfahren anwenden.

84



6 Grundwissen Krankenversicherungsmathematik

In der Kalkulation von Krankenversicherungsvertragen in Deutschland wird unterschieden
zwischen Vertragen mit einem Versicherungsschutz, der den im gesetzlichen Sozialversi-
cherungssystem vorgesehenen Kranken- oder Pflegeversicherungsschutz ganz oder teil-
weise ersetzen kann (sogenannte substitutive Krankenversicherung) und Vertragen mit ei-
nem Versicherungsschutz, der diese substitutive Eigenschaft nicht erflllt. Die rechtlichen
Anforderungen an die Kalkulation von substitutiver Krankenversicherung sind sehr umfang-
reich. Bei der Kalkulation von nicht substitutiver Krankenversicherung besitzt der Aktuar
vergleichsweise mehr Freiheiten; er kann jedoch hier auch stets auf eine Kalkulation wie bei
substitutiven Vertragen zuriickgreifen.?* In diesem Kapitel wird die Mathematik der substi-
tutiven Krankenversicherung vorgestellt.

Substitutive Krankenversicherung darf nur nach Art der Lebensversicherung kalkuliert wer-
den (§146 (1) VAG). Die Kalkulation nach Art der Lebensversicherung bedeutet unter an-
derem, dass der Vertrag unbefristet?® ist (§195 (1) VVG) und daher eine Modellierung auf
Basis eines Zustandsmodells zur Anwendung kommt. Es wird auf versicherungsmathemati-
scher Grundlage mit konstanten Beitragen (wenn sich die Rechnungsgrundlagen nicht an-
dern, siehe unten) und unter Bildung von Rickstellungen (sogenannte Alterungsrickstel-
lungen) kalkuliert. Das Basismodell der Personenversicherungsmathematik ist daher von
fundamentaler Bedeutung.

Die Kalkulation von Krankenversicherungsvertragen im Ausland unterscheidet sich in der
Regel von diesem Ansatz. Ublicherweise erfolgt im Ausland eine Kalkulation nach Art der
Schadenversicherung. Eine Kalkulation von Krankenversicherung nach Art der Schadenver-
sicherung wird hier nicht vorgestellt.

6.1 Rechnungsgrundlagen

Kerninhalte

e Rechnungsgrundlagen in der Krankenversicherung
e Methodik der Festlegung

Die Rechnungsgrundlagen der substitutiven Krankenversicherung sind in der Krankenver-
sicherungsaufsichtsverordnung (KVAV) festgelegt. Zu den Rechnungsgrundlagen gehoéren
gemal §2 (1) KVAV:

e Rechnungszins

Ausscheideordnung

Kopfschaden

Sicherheitszuschlag

sonstige Zuschlage
e Ubertrittswahrscheinlichkeiten zur Berechnung des Ubertragungswerts

Daruber hinaus 1asst §2 (2) KVAV weitere Rechnungsgrundlagen zu, sofern sie ,zur Festle-
gung der Kopfschaden oder Ausscheidewahrscheinlichkeiten erforderlich sind“ (z. B. Pflege-
haufigkeiten).

Die Rechnungsgrundlagen in der Krankenversicherung werden fur jeden Tarif in den techni-
schen Berechnungsgrundlagen zusammengestellt. Im Unterschied zur Lebensversicherung

24In diesem Fall sind die gleichen rechtlichen Regelungen wie bei der substitutiven Krankenversicherung zu be-
achten (§147 VAG).
25Eine Ausnahme hiervon bilden Krankentagegeldversicherungen.
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ist gesetzlich festgelegt, dass die Rechnungsgrundlagen fur die Kalkulation von Pramien
und Ruckstellungen gleich sein mussen (§ 3 KVAV).

Nun wird jede Rechnungsgrundlage im Detail vorgestellt und die jeweilige Methodik zur
Festlegung erlautert. Alle Rechnungsgrundlagen missen dabei gemaB §2 (3) KVAV , ausrei-
chende Sicherheiten” enthalten.

6.1.1 Rechnungszins

Der Rechnungszins i ist in der Krankenversicherung durch 3,5 % nach oben begrenzt (§4
KVAV). Bei einer Vielzahl an Tarifen liegt der Rechnungszins aktuell unterhalb von 3,5 %.
MalSgeblich fur die Festlegung des Rechnungszinses ist der Aktuarielle Unternehmenszins
AUZ sowie eine Abschatzung zukinftiger AUZ-Werte. Der AUZ soll eine Rendite widerspie-
geln, die mit hoher Wahrscheinlichkeit im Folgejahr vom unternehmensindividuellen Kapi-
talanlagebestand nicht unterschritten wird.

6.1.2 Ausscheideordnung

Das Zustandsmodell in der Krankenversicherung ist in Abbildung 3 dargestellt. Es handelt
sich um eine zusammengesetzte Ausscheideordnung mit den beiden Ausscheideursachen
Tod und Storno.

Hauptgesamtheit

Storno

Nebengesamtheit Tod Nebengesamtheit Storno

Abbildung 3: Zustandsmodell in der Krankenversicherungsmathematik
Die einjahrige Sterbewahrscheinlichkeit eines x-Jahrigen wird mit gx bezeichnet. Die ein-
jahrige Stornowahrscheinlichkeit mit wy.

Jahrlich erarbeitet eine Arbeitsgruppe der DAV eine Sterbetafel fur die private Krankenver-
sicherung. Die Methodik zur Festlegung umfasst dabei die folgenden Schritte.

(a) Schatzung der rohen Sterbewahrscheinlichkeiten

(b) Ausgleich der rohen Sterbewahrscheinlichkeiten

(c) Bestimmung des Trends

(d) Berucksichtigung eines Sicherheitsabschlags in den Sterbewahrscheinlichkeiten
(e) Projektion

(f) Vergleich mit Vorjahreswerten und ggf. Anpassung
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Branchenweite Stornotafeln werden regelmaRig von der BaFin veroffentlicht. Auf das Storno
wirken verschiedene Einflussfaktoren (z.B. Tarifumfang, Beruf, Geschlecht, Versicherungs-
dauer, Beitragsanpassungen, usw.). In der Praxis wird lediglich nach dem Alter unterschie-
den. Zu beachten ist bei der Bestimmung der Stornowahrscheinlichkeiten, dass Versicherte,
bei denen der Vertragsabschluss erst wenige Jahre zurlickliegt, in der Regel bei der Schat-
zung nicht berlcksichtigt werden (,,Elimination von Beginnjahren“). Wenn eine Ermittlung
auf der Basis vererbter Rickstellungen erfolgt (gemal DAV-Richtlinie zum Storno), dann ist
eine Elimination von Beginnjahren nicht mehr erforderlich.

6.1.3 Kopfschaden

Bei der Kalkulation von Leistungsbarwerten in der substitutiven Krankenversicherung sind
sogenannte Kopfschaden von zentraler Bedeutung. Die Kopfschaden geben den erwarteten
Wert der Krankheitskosten innerhalb eines Jahres in Abhangigkeit vom Alter an. Sie werden
dargestellt durch:

(Kx)x=0 ..... w

Der Kopfschaden zu einem vorgegebenen Alter xo (z.B. Alter 40) wird als Grundkopfscha-
den bezeichnet, d.h. G := Kx,. Die Methode von Rusam zerlegt die Kopfschaden in das
Produkt:

Kx = kx . G,

wobei der Vektor (kx)x=o0,... w der mit dem Grundkopfschaden normierten Kopfschaden

.....

Kx
kX=E

als Profil bezeichnet wird. Die Idee hinter der Zerlegung ist es, dass sich Profile im Zeit-
verlauf haufig als konstant erweisen und bei einer Neu- bzw. Nachkalkulation lediglich ein
neuer Grundkopfschaden zu schatzen ist. Zudem lassen sich Profile haufig auch fur meh-
rere Tarife verwenden. Die Zerlegung in Grundkopfschaden und Profil ist Standard bei der
Darstellung der Kopfschaden fur Erwachsene.

Kopfschaden werden flr jede Beobachtungseinheit eines Tarifs ermittelt. Bei Kindern und
Jugendlichen (Alter maximal 20 Jahre) wird oft kein altersabhangiger Kopfschaden, sondern
ein Kopfschaden fur alle Kinder bzw. ein Kopfschaden fur alle Jugendlichen verwendet oder
eine Einteilung in Altersbander vorgenommen.

Bei der Schatzung der Kopfschaden muissen Wartezeit- und Selektionseffekte eliminiert
werden. Wartezeit- und Selektionseffekte bedeuten, dass die Kopfschaden in den ersten
Vertragsjahren (Wartezeit fur gewisse Leistungen in den Tarifen bzw. Gesundheits- und Ri-
sikoprufung zu Vertragsbeginn) deutlich unterhalb der Kopfschaden einer entsprechenden
gleichaltrigen Vergleichsgruppe mit einer langeren Versicherungsdauer liegen.

Die Gesundheits-/Risikoprifung zu Vertragsbeginn kann ergeben, dass die erwarteten Krank-
heitskosten einer Person deutlich oberhalb der Kopfschaden liegen. In diesem Fall wird ein
(prozentualer) Risikozuschlag fur diese Person erhoben.

Die Profile ergeben sich aus der Beobachtung grofRer Bestande Uber mehrere Jahre. Au-
Berdem kommen hier Ausgleichsverfahren zum Einsatz. Auch die BaFin stellt Profile fur
unterschiedliche Leistungsbereiche zur Verfigung.

In der Praxis kommt bei der Profilermittlung das Verfahren von Bahr zur Anwendung. Dazu
werden Werte von S verschiedenen, gleichartigen Tarifen betrachtet. Jeder Tarif s (1 < s < S)
besitzt LE(S) Personen im Alter x. Insgesamt sind also

Lx= > L&)
S
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beobachtete Personen im Alter x vorhanden. Im Tarif s werden Kopfschaden K)(CS) beob-

achtet. Nun werden Faktoren Aj,..., As bestimmt (ohne Normierungsvorschrift sind diese
Faktoren nicht notwendigerweise eindeutig bestimmt), so dass gilt:

Dl KM = =1 As-KE),
X X
Die gleichgerichteten Kopfschaden fir jeden Tarif sind dann gerade
. k(s)
As KXS.

Die Kopfschaden werden gebildet als gewichtetes Mittel der gleichgerichteten Kopfschaden:

ZL(S) (s)

— X . . S

Ky := . As KX .
5 X

Hier kommen Ausgleichsverfahren zur Anwendung, um Schwankungen in den beobachteten
Daten zu glatten.

Besonderheiten ergeben sich bei der Krankentagegeldversicherung und der Krankenhaus-
tagegeldversicherung. Bei der Krankentagegeldversicherung wird ein versichertes Tagegeld
T far jeden Krankheitstag nach Ablauf einer Karenzzeit vereinbart. Die Kopfschaden erge-

ben sich dann zu
Kx=T- T(Karenzzeit)
X

Dabei bezeichnet T(Kerenzzeit) gerade die erwartete Leistungsdauer pro Jahr (in Abhangig-
keit von der Karenzzeit). Die Pflegetagegeldversicherung wird analog kalkuliert (ohne Ka-
renzzeiten). Bei der Krankenhaustagegeldversicherung entfallt die Unterscheidung nach
Karenzzeiten.

6.1.4 Zuschlage

Sicherheitszuschlag:

Der Sicherheitszuschlag bildet eine weitere Rechnungsgrundlage in der substitutiven Kran-
kenversicherung. In § 7 KVAV ist gefordert, dass der Sicherheitszuschlag mindestens funf
Prozent der Bruttopramie betragt. Der Sicherheitszuschlag darf nicht bereits in anderen
Rechnungsgrundlagen enthalten sein. In der Praxis sind Werte bis 15 Prozent zu beobach-
ten.

Sonstige Zuschlage:

Die KVAV regelt auch den Umfang an weiteren Zuschlagen. In §8 (1) KVAV stehen:
e unmittelbare und mittelbare Abschlusskosten
e Schadenregulierungskosten und sonstige Verwaltungskosten
e Zuschlag fur erfolgsunabhangige Beitragsriuckerstattung
e Zuschlag zur Umlage der Begrenzung der Beitragshdhe im Basistarif

¢ fur den Basistarif zusatzlich den Zuschlag zur Umlage der Mehraufwendungen durch
Vorerkrankungen

e Zuschlag fur Standardtarif
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Festlegung der Zuschlage:

Fir Erwachsene dirfen in Kostentarifen (Ausnahme: Ausbildungstarife) lediglich altersunab-
hangige Kostenzuschlége eingerechnet werden (§8 KVAV).2° Daher werden die laufenden
Zuschlage ay, am, B, und p in einen absoluten jahrlichen Zuschlag v umgerechnet (so-
genannter Stuckkostenzuschlag). Die Umrechnung erfolgt z. B. unter Berucksichtigung der
mittleren Anzahl an x-Jahrigen in der Beobachtungseinheit Lx und dem durchschnittlichen
Beitrag eines x-Jahrigen bei einer beitragsproportionalen Kalkulation By. Es ist:

_ (au+am+ﬁ+p)‘zx§x‘l-x
ZXLX

Bei einer erheblichen Abweichung der Altersverteilung zwischen Beobachtungseinheit und
Gesamtbestand wird auf einen Modellbestand zurlickgegriffen. Eine méglicherweise resul-
tierende Kostenunterdeckung wird durch andere flr den Neuzugang offene Tarife finanziert.

Lernergebnisse (B2)

Die Studierenden kénnen die Rechnungsgrundlagen in der Krankenversicherung (PKV) er-
ldutern und die Methodik der Festlegung erklaren. Sie kénnen die Vorgehensweise bei den
Sterbewahrscheinlichkeiten und den Kopfschaden darstellen sowie die Kalkulation eines
Stuckkostenzuschlags durchfihren.

6.2 Uberpriifung von Rechnungsgrundlagen

Kerninhalte

e Beitragsanpassungsklausel
e Folgen fur die Festlegung der Rechnungsgrundlagen

In der substitutiven Krankenversicherung ist das ordentliche Kindigungsrecht der Unter-
nehmen ausgeschlossen (vgl. §146 (1) VAG; in der Krankentagegeldversicherung spates-
tens ab dem vierten Versicherungsjahr). Die Unternehmen sind somit an die versicherten
Personen gebunden, bis sie aus dem Bestand ausscheiden. Die Unternehmen erstatten die
vertraglich vereinbarten Leistungen. Die Kalkulation von Pramien und Ruckstellungen be-
ricksichtigt die Leistungen dabei mit altersabhangigen Kopfschaden (siehe oben; in der
Regel steigen die Kopfschaden mit zunehmendem Alter). Da die Prognose der Entwicklung
der altersabhangigen Kopfschaden im Zeitverlauf mit sehr groRer Unsicherheit verbunden
ist, wird bei der Festlegung auf eine zeitliche Prognose verzichtet. Deshalb werden fir die
Kalkulation von Pramien und Rickstellungen die aktuellen altersabhangigen Kopfschaden
als rechnungsmafige Kopfschaden verwendet. In der Vergangenheit sind die Kopfschaden
inflationsbedingt und durch weitere Griinde (z. B. Anderungen im Kundenverhalten) gestie-
gen. Damit die Krankenversicherungsunternehmen auch im Zeitverlauf die Krankheitskos-
ten finanzieren kénnen (ein vorzeitiges Vertragsende ist aus Unternehmenssicht wie oben
dargestellt nicht mdglich), durfen sie im Zeitverlauf die rechnungsmaBigen Kopfschaden
(und die weiteren Rechnungsgrundlagen) anpassen. Dadurch kann es zu Veranderungen
im Beitrag kommen. Hier wird von einem Beitragsanpassungsrecht bzw. einer Beitragsan-
passungsklausel gesprochen (vgl. §203 VVG, §8b (1) MB/KK 2009, §155 (1) VAG).

Das Versicherungsunternehmen hat fir jeden Tarif zumindest jahrlich die erforderlichen
mit den kalkulierten Versicherungsleistungen sowie die erforderlichen mit den kalkulier-
ten Sterbewahrscheinlichkeiten zu vergleichen. Eine Beitragsanpassung kdnnen lediglich
erforderliche Anpassungen an den Rechnungsgrundlagen Kopfschaden oder Sterbewahr-
scheinlichkeiten herbeifiihren (im aktuariellen Sprachgebrauch: auslésen); Anderungen bei
Stornowahrscheinlichkeiten, Zinsen oder Kosten 16sen keine Beitragsanpassung aus. Wenn

26 Ausnahme: Zillmerung und Zuschlag fir Basistarif und Standardtarif. AuRerdem ist es auch zuléssig, einen bei-
tragsproportionalen Zuschlag zu erheben, der sich nur auf die aktuelle Tarifpramie zum urspringlichen Ein-
trittsalter bezieht.
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bei mindestens einer dieser beiden Rechnungsgrundlagen in einer Beobachtungseinheit ei-
nes Tarifs eine nicht voribergehende Abweichung festgestellt wird, dann mussen alle Rech-
nungsgrundlagen dieser Beobachtungseinheit Uberpruft werden. Eine Aktualisierung und
eine damit verbundene Beitragsanpassung erfordert die Zustimmung eines unabhangigen
Treuhanders.

Im Folgenden wird zunachst der Auslésende Faktor fir die Kopfschaden vorgestellt und -
sofern er anspringt — die Vorgehensweise bei der Festlegung der aktualisierten Kopfscha-
den. Danach wird der Auslésende Faktor fur die Sterblichkeiten erklart. Die Kalkulation von
Bestandsbeitragen erfolgt im nachsten Abschnitt.

6.2.1 Auslosender Faktor fiir Kopfschaden

Der Auslésende Faktor fur Kopfschaden vergleicht die erforderlichen Leistungen mit den
kalkulierten Leistungen. Er ist daher definiert durch den Quotienten:

Serf
AFSchaden —
) Skalk'
Eine Uberpriifung der Rechnungsgrundlagen ist erforderlich, wenn:
AFSchaden _ 11> 10 %.

In diesem Fall sagt man in der PKV: ,Der Ausldsende Faktor springt an.” Tarifindividuell kann
auch ein kleinerer Wert als 10 % festgelegt sein.

Bei der Bestimmung der kalkulierten Leistungen Sk@% wird der mittlere Bestand des aktuel-
len Jahres Ly fur jedes Alter x bestimmt. Dann wird der mittlere Bestand in jedem Alter mit
dem rechnungsméRigen Profil k™" und dem rechnungsméaBigen Grundkopfschaden G"™"
multipliziert und Uber alle Alter aufsummiert:

skalk — Ly- krech . Grech.
MM

Fiir die Bestimmung der erforderlichen Leistungen S wird der Bedarfsgrundkopfschaden
der vergangenen drei Jahre durch eine lineare Regression auf das folgende Jahr zum Wert
G® extrapoliert.

Der tatsachliche Grundkopfschaden eines Vorjahres (Bedarfsgrundkopfschaden) ist defi-
niert als L6sung der folgenden Gleichung:

DLy keh.G =5,
X

wobei S den abgegrenzten tatsachlichen Schaden (abzlglich Nettorisikozuschlage) bezeich-
net. Das bedeutet, der rechnungsmaBige Schaden entspricht gerade dem tatsachlichen
Schaden.

Die Bestimmung der erforderlichen Leistungen erfolgt dann analog zur Bestimmung der
kalkulierten Leistungen:

gerf — Z Ly - k)r(ech .Gt
X

Die Definitionen von Skak und Se zeigen, dass der Auslésende Faktor auch durch den
Vergleich der beiden Grundkopfschaden G bzw. G berechnet werden kann.

Die Extrapolation durch eine lineare Regression (Methode der kleinsten Quadrate) der ver-
gangenen drei Werte Gi, G2 und G3 auf das Folgejahr (d.h. Gs) kann dargestellt werden
durch:2’

3 1
GeXt:=G5=5-(G3—G1)+5'(Gl+Gz+G3)

Wenn die BestandsgroRe nicht ausreichend groB ist, dann muss auf sogenannte Stultztarife
der Erstkalkulation oder BaFin-Werte zurickgegriffen werden.

27ygl. auch Anlage 2 KVAV
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6.2.2 Auslosender Faktor fiir Sterbewahrscheinlichkeiten

Der Auslosende Faktor fur Sterbewahrscheinlichkeiten vergleicht nicht unmittelbar die Ster-
bewahrscheinlichkeiten.?® Vielmehr werden Leistungsbarwerte fiir die Uberpriifung heran-
gezogen. Fir den Auslésenden Faktor gilt:2°

. . 1 45  perf 4 70 perf q 95 perf
Sterblichkeit . _ . Ix T, _x . . S
AF += max { 25 2 Akalk’ 55 )3 Akalk’ 55 2 Akalk [

x=21""x x=46""x x=71""x

Eine Uberprifung der Rechnungsgrundlagen ist erforderlich, wenn:

‘AFSterblichkeit _ 1) > 50

Eine abweichende Grenze von 5 % (analog zur tarifspezifischen Grenze flr den Auslésenden
Faktor fur Kopfschaden) ist nicht méglich.

Die beiden Leistungsbarwerte ergeben sich unter Verwendung des tariflichen Rechnungs-
zinses und der rechnungsmafigen Kopfschaden der betrachteten Beobachtungseinheit. Flr
die kalkulatorischen Werte werden die Sterbewahrscheinlichkeiten aus der Kalkulation ver-
wendet. Der erforderliche Wert verwendet die Sterbewahrscheinlichkeiten, die zuletzt von
der BaFin veroffentlicht wurden. Stornowahrscheinlichkeiten werden bei der Kalkulation der
Leistungsbarwerte nicht berucksichtigt. Es ist also:

k—1
A)Iia”( = Z Vk 'KX+k . l_[(l_ Clx+j)
k>0 j=0

und 1
A= D VE Kk [ [(1 =22
k=0 j=0

Wenn der Ausldsende Faktor andeutet, dass die Sterbewahrscheinlichkeiten zu aktualisieren
sind, dann kommen in der Regel die Sterbewahrscheinlichkeiten der aktuellsten branchen-
weiten Sterbetafel zum Einsatz.

Lernergebnisse (B3)

Die Studierenden kénnen die Beitragsanpassungsklausel in der PKV und die daraus resul-
tierenden Folgen flir die Festlegung der Rechnungsgrundlagen erldutern (mit Anwendun-
gen). Sie kénnen die Formeln fir die Bestimmung der Auslésenden Faktoren benennen
und erlautern sowie die Kalkulation der einzelnen Komponenten der Auslésenden Faktoren
erklaren. Sie sind in der Lage die Auslosenden Faktoren unter Beachtung der rechtlichen
Rahmenbedingungen zu kalkulieren.

6.3 Pramienkalkulation

Kerninhalte

e Pramien flr das Neugeschaft
e Pramien fir den Bestand

Die Kalkulation von Pramien und Ruckstellungen folgt im Grundsatz dem Basismodell der
Personenversicherungsmathematik.

28Rechtliche Regelungen sind in § 155 (4) VAG und §16 (1) KVAV zu finden.
29Beij der Krankentagegeldversicherung wird nur bis zum Alter 65 summiert.
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Die Leistungen werden vertraglich vereinbart. Dabei tritt der Versicherungsfall ein, wenn
eine medizinisch notwendige Heilbehandlung einer versicherten Person wegen Krankheit
oder Unfallfolgen anfallt (§ 1 MB/KK). Schaden werden in der Kalkulation und in der Bilanz
dem Heilbehandlungsdatum zugeordnet (und nicht dem Zeitpunkt des Eintritts der Krank-
heit oder der Einreichung der Rechnung). Die Kalkulation der Leistungen bericksichtigt die
erwarteten Heilbehandlungskosten der versicherten Person, aber nicht die Krankheitshau-
figkeit oder die Krankheitskostenhdhe.

Zu Vertragsbeginn wird eine konstante Pramie festgelegt, die in der Regel monatlich be-
zahlt wird (sogenannte Neukalkulation). In der Krankenversicherung sind die Rechnungs-
grundlagen auf den aktuellen Beobachtungszeitpunkt kalibriert. Dabei enthalten sie jedoch
keine langfristigen Trendannahmen. Der Verzicht des Versicherers auf Trendannahmen in
den Rechnungsgrundlagen und auf das ordentliche Kindigungsrecht bedingen die oben
geschilderte Beitragsanpassung. Das versicherungstechnische Anderungsrisiko liegt somit
groRtenteils bei den Versicherten. Die Beitragsanpassung bedeutet, dass die Pramie auch
fur den Bestand im Zeitverlauf kalkuliert werden muss (sogenannte Nachkalkulation).

6.3.1 Neugeschaft

FUr eine x-jahrige Person ergibt sich zu Vertragsbeginn folgende Situation. Der Leistungs-
barwert ist gegeben durch:

OB,L( = Z vk. kPx * Kx+k-
k=0
In der Krankenversicherung wird dieser Leistungsbarwert mit Ay := oB)L( abgekulrzt. Er ist

vergleichbar mit einer sofortbeginnenden Rente, wobei die Rentenhdhe gerade den erwar-
teten Heilbehandlungskosten (rechnungsmafigen Kopfschaden) entspricht.

Der Pramienbarwert ergibt sich zu:

OB§= ka'kpx'Px-
k=0

Man schreibt auch: oB)’j = Py - Gx.

Mit dem individuellen Aquivalenzprinzip folgt fiir die Nettopréamie einer x-jahrigen Person
im Neugeschaft:
Ax

PX = .
ax
Unter Berlcksichtigung von einmaligen Abschlusskosten (a, in Prozent des Jahresbruttobei-
trags, Zillmersatz), einem Satz fur einen bruttobeitragsproportionalen laufenden Zuschlag
A und einen absoluten jahrlichen Zuschlag fiir Stiickkosten y kann mit Hilfe des Aquivalenz-
prinzips die Formel fir den Bruttobeitrag bestimmt werden:

Ax+ v - ax
T (1=A)-dx—a

X

Ublicherweise wird der Bruttomonatsbeitrag angegeben. Er berechnet sich als:
Px+vy
T 2.1 —p)— 122

Qx

Im Falle eines Wechsels des Versicherers ist die Ubertragung eines Teils der Deckungsrick-
stellung (Alterungsrickstellung) fur die Vertrage vorgesehen, die ab 2009 abgeschlossen
worden sind. Dieser Betrag wird als Ubertragungswert bezeichnet. Der Ubertragungswert
kann in der Kalkulation des Barwerts Ay abgebildet werden, indem die Zahlung des Ubertra-
gungswerts als zusatzliche Leistung im Stornofall berticksichtigt wird. In der Praxis haben
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sich zwei Modelle durchgesetzt, die die Kopfschaden bzw. die Stornowahrscheinlichkeiten
modifizieren (externes Modell und internes Modell).

Bei Kindern und Jugendlichen ist es zulassig, planmaRig steigende Beitrage zu erheben,
solange das 21. Lebensjahr nicht vollendet ist (vgl. §10 KVAV). Hier wird also der Risi-
kobeitrag zzgl. Kosten erhoben. In diesem Fall wird keine Alterungsrickstellung gebildet.
Alternativ kann auch ein vom Einzelalter und Geschlecht unabhangiger Kopfschaden fur a)
Kinder (bis zur Vollendung des 16. Lebensjahres) und b) Jugendliche (bis zur Vollendung des
21. Lebensjahres) erhoben werden. Eine weitere Ausnahme bilden Ausbildungstarife. Dabei
ist es zulassig, Eintrittsaltersgruppen von bis zu funf Eintrittsaltern zusammenzufassen und
planmafig steigende Beitrage bis zur Vollendung des 39. Lebensjahres zu erheben.

Das Unternehmen hat den sogenannten Gesetzlichen Zuschlag in Héhe von 10% zu erhe-
ben, der bis zum Alter 60 zu entrichten ist und zur Beitragsermafigung im Alter dient.

Eine wichtige rechtliche Regelung ist in §146 (2) VAG zu finden. Neugeschaftspramien dir-
fen nicht niedriger sein als die Pramien, die sich im Bestand fur gleichaltrige Versicherte
ohne Berlcksichtigung ihrer Alterungsruckstellung ergeben wurden.

6.3.2 Bestand
FUr die Vertrage im Bestand kann es aus verschiedenen Grunden erforderlich sein, den
Beitrag neu zu kalkulieren. Mégliche Gruinde sind:

e Tarifwechsel

e Beitragsanpassung (vgl. Abschnitt 6.2)

e Beitragssenkung (im Rahmen von Beitragsanpassungen, aber auch bei der Uberschuss-
beteiligung von alteren Versicherten)

Ein Tarifwechsel kann unterschiedlich motiviert sein. Zum Beispiel kann sich der Status der
versicherten Person andern (z.B. ein Angestellter wird verbeamtet). Daruber hinaus kann
auch eine Bedarfsanderung ursachlich sein (z. B. wenn eine Person einen umfangreicheren
Versicherungsschutz winscht).

In der Kalkulation wird die folgende Gleichung betrachtet (Aquivalenzgleichung):
a a n . & An — AN n n . xn n _=n / n a
ViimBH)+B -a —=A__+A"-B"-a  _+v'-4. . +a-(B"—B%)

Dabei ist:

e X+ m ist das erreichte Alter flr eine Person mit Vertragsabschluss im Alter x und einer
Versicherungsdauer von m Jahren

e Werte, die mit den Rechnungsgrundlagen vor Anderung kalkuliert sind, haben einen
Index a

e Werte, die mit den geanderten Rechnungsgrundlagen kalkuliert sind, haben einen In-
dex n

e der alte Beitrag ist B9 und der neue Beitrag ist B”

¢ abweichend zur obigen Notation der Ruckstellung bezeichnet hier Vx+m(B?) die Rlck-
stellung zum Alter x + m mit den Rechnungsgrundlagen vor Anderung

Daher ist: " a a - -
Bn=Ax+m_Vx+m(B )+y"-a ,—a-B
(1-4am)-af, —of

Der individuelle Beitrag B" kann durch drei Arten dargestellt werden. In allen drei Varianten
ergibt sich eine vereinfachte Darstellung des neuen Beitrags sowie in der Kalkulation der
Alterungsruckstellung.
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e KVAV-Verfahren: bisheriger Beitrag sowie alter und neuer Neugeschéftsbeitrag3°

e Abschlagsverfahren: Neugeschaftsbeitrag zum erreichten Alter x + m abztglich Nach-
lass fur vorhandene Alterungsruckstellung

e Zuschlagsverfahren (in der Praxis nicht im Einsatz): Neugeschaftsbeitrag zum Eintritts-
alter x zuzuglich Zuschlag fur fehlende Alterungsrickstellung

Bei einer Beitragsanpassung ist in der Regel a’ = 0 (ab Alter 45 gemaR §11 KVAV sogar
verpflichtend).

Bei einer Beitragsanpassung erfolgt die Erhdhung des Beitrags nicht, wenn die Versiche-
rungsleistungen oder die Sterbewahrscheinlichkeiten zum Zeitpunkt der Erst- und Neukal-
kulation unzureichend waren und ein ,ordentlicher und gewissenhafter Aktuar” dies hatte
erkennen mussen (§155 (3),(4) VAG).

Lernergebnisse (C3)

Die Studierenden kdonnen die Formeln flir die Pramien im Neugeschaft und im Bestand
herleiten und mit den Formeln unter Beachtung der rechtlichen Rahmenbedingungen eine
konkrete Pramienkalkulation durchfihren.

6.4 Problem steigender Beitrage

Kerninhalte

e Problem steigender Beitrage im Alter
e Moglichkeiten zur Losung

FUr eine Person mit Alter x, die ihren Krankenversicherungsvertrag im Alter x. abgeschlos-
sen hat, betrachten wir eine erste Tarifanderung im Alter x > x.. Wenn die Kopfschaden
um den Faktor 1+ A mit A > 0 gestiegen sind, dann ergibt sich flr die Nettopramie mit den
neuen Kopfschaden:

P"=(1+4A) Px,+A-(Px—Px.)

Die neue Pramie P" erhoht sich also analog zu den Kopfschaden um den Faktor 1 + A. Zu-
satzlich ist ein Betrag in Hohe von )\-(PX —Pxe) aufzubringen, der bei monoton wachsenden
Kopfschaden positiv ist. Er ist erforderlich, da bis zum Tod ein im Vergleich zum Eintrittsalter
klrzerer Zeitraum zur Verfligung steht, um die gestiegenen Kopfschaden zu finanzieren.
Dieser Zuschlag ist insbesondere fur altere Versicherte problematisch. Daher wird dieser
formale Zusammenhang manchmal auch als ,versicherungsmathematisches Altenproblem
der Krankenversicherung” bezeichnet.

Der Gesetzgeber hat verschiedene MaBnahmen ergriffen, die dem Beitragsanstieg bei al-
teren Versicherten entgegenwirken sollen.

e weitgehendes Verbot beitragsproportionaler Kostenzuschlage (vgl. § 8 (4) KVAV)

e Verwendung von Zinsuberschussen zur Milderung von Beitragsanpassungen alterer
Personen (vgl. §150 VAG)

e Gesetzlicher Beitragszuschlag in Hohe von 10 % zur Pramienermafigung ab Alter 65
(vgl. §149 VAG; siehe oben)

e Wechselmadglichkeiten in den Standardtarif oder Basistarif (vgl. §204 VVG)

Lernergebnisse (B2)
Die Studierenden kénnen das Problem steigender Beitrage im Alter erklaren und kénnen
entsprechende L6sungsmoglichkeiten angeben sowie erlautern.

30ygl. Anlage 1 B, KVAV
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