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Hinweise:
e Als Hilfsmittel ist ein Taschenrechner zugelassen.

e Die Gesamtpunktzahl betragt 120 Punkte. Die Klausur ist bestanden, wenn
mindestens 60 Punkte erreicht werden.
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¢ Alle Antworten sind zu begrinden und bei Rechenaufgaben muss der
Losungsweg ersichtlich sein.
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Wir gehen stets von einem MalBraum (Q, A, u) bzw. einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) aus. Die Borel o-Algebra auf R” wird mit B" bezeichnet, das Lebesgue Mal
auf R” wird mit A" bezeichnet.

Sollten Ihnen in Teilaufgaben Ergebnisse fehlen, dann treffen Sie eine plausible An-
nahme dafur.

Aufgabe 1 (24 Punkte)

(@) Seif:[0,1] — [0, o) stetig und monoton fallend. Beweisen Sie

lim F(xXMdA(x) = f(0).

n—oo [011]

(b) Seien A, € A, n € N, paarweise disjunkt, A := UA,, und f : Q — [0, o)

n>1

Lfdu = | fdu

n=1YAn

messbar. Beweisen Sie

Losung Aufgabe 1
Zu (a)

Fir x € [0, 1) gilt 0 < x"*1 < x” fur alle n € N. Damit folgt 0 < f(x") < f(x"*1), da f
monoton fallt und lim,-« f(X") = f(0), da f stetig ist. Seien g, g :[0,1] — [0, ),

f(0) fallsxe[0,1) . .
an(x) = f(xM), g(x) = . Laut Definition gilt 0 < g, 1 g fast
f(1) x=1
Uberall und mit dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt
lim fFOxXMdA(x) = lim f gn(xX)dA(x) =J lim gn(Xx)dA(x)
n—oo [0,1] n—oo [011] [0,1] n—oo

= J g(x)dA(x) =f(0)A ([0, 1)) + f(1)A({1}) =f(0).
[0,1]

Zu (b)

n [0¢]
FiUr n e N sei g, := Z 1a,, 9 := Z 1a,. Esgilt g=1a:

k=1 k=1
oo

In(xX)=1 &= xeAe= kEI !Nx €Ak, = 9g(x) = 1a(x) = La, (x)=1.
o€ k=1

Ferner gilt 0 < g, 1 g(n — o0) und wegen f > 0 auch 0 < fgn, 1 fg(n — o0). Damit
folgt mit dem Satz von der monotonen Konvergenz

ALFQOJ fgndN=JfngJ=deIJ-
Q Q A

Seite 2 von 7



DAV . .
A Zulassungspriifung Stochastik
DEUTSCHE am 18.Mai 2024

AKTUARVEREINIGUNG e.V.

Die Behautpung folgt nun wegen
n n n
J fondu = J Y la du= ZJ fladu=)" | fdu.
Q Q k=1 k=1JQ k=1 Ak

Aufgabe 2 (24 Punkte)

Ein Stab der Lange L werde zufallig in zwei Teile zerbrochen. Die Bruchstelle wird
mit einer Zufallsvariablen X ~ U(0, L) modelliert.

(@) SeiY :=min(X,L—X) die Lange des kurzeren Bruchstiucks. Bestimmen Sie den
Erwartungswert von Y.

(b) Sei Z die Lange des langeren Bruchstucks. Bestimmen Sie P(Z < z) fur z €
(% L) und schlielSen Sie daraus, dass Z ~ U(% L) gilt.

Y
(c) Bestimmen Sie den Erwartungswert von > (kUrzeres durch langeres Stuck).

Losung Aufgabe 2

Zu (a)
1 L 1 L/2 L 2 L/2 L
E(Y) = —J min(x,L—x)dx:—(f xdx+J (L—x)dx):—J xdx =—
LJo L\Jo L/2 LJo 4
Zu (b)

Es gilt Z=max(X,L—X). Fir z € (% L) erhalten wir
P(Z<z) = P(mMax(X,L—X)<z)=P(L—z<X<2)
L—z 2z—L z—%
= L
L L 5

z
= PX<z)—PX<L-2)= e

: : o L : :
also die Verteilungsfunktion einer U(E' L)-vertellten Zufallsvariablen.

Zu (c)

Es gilt Y =L —Z und somit

(3) = {(5)-e(z-1)- |, G-2)feemi[omwr-um(3)-]

2 L L
= —[Lln(—)——]=2|n2—lz0,39.

L L/2 2

Aufgabe 3 (24 Punkte)

Gegeben seien die Zufallsvariablen N: Q— Ny und ©: Q— [0, 1]. Sei m e N und
es gelte P(@G <) =97 fur 9 € (0, 1).

FlUr gegebenes 9 € (0, 1), sei N ~ NB(1, 3), d.h. N gegeben © = 3 besitzt die die
bedingte Dichte f(-|9) : Ng — [0, 1) mit f(k|9) = 9(1 — 3)X.
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(a) Bestimmen Sie die gemeinsame Dichte von N und © (bezuglich dem Produkt-
malfs aus Zahlmal auf Np und Lebesguemald).

(b) Bestimmen Sie die bedingte Dichte von © gegeben N = k.

! 1q!
Hinweis: Fiir p, g € Ng giltf xP(1—x)9dx = L
0 (p+q+1)!

(c) Bestimmen Sie E(O|N).
Losung Aufgabe 3
Zu (a)

Die Dichte fo von O ist gegeben durch fo(9) = mSm—l-l(o,l)(S). Firk eNg, 9€(0,1)
gilt
f(k, 9)

k|9) = k,9) =m9m(1— 9)k1 9).
f(k]19) 7009) = f(k, 3) =m3"( )“1(0,1)(9)

Zu (b)
Die Wahrscheinlichkeitsfunktion von N ist gegeben durch

m'k!

1
_ _ _ me1 _ o)k —
P(N—k)—J[Rf(k,S)dS—mJ0 9"M(1—-9)d9 m(k+m+1)!'

Damit folgt fur 3 € (0, 1), k € Np

B _f(k,S) _ampq k(k+m+1)!

ﬂslN_k)_P(N:k)_S (1=9) kim!
Zu (c)
! (k+m+1) !
E(OIN=k) = J 3f(.9|N=k)d9=—J 9mM+1(1— 9)kd9

0 kim! 0
B (k+m+1) (m+1)k! B m+1

a Kim'  (k+m+2) k+m+2

Damit folgt E(GIN) = ———.
gt E(BIN) N+m+2

Aufgabe 4 (24 Punkte)

Ein Versicherungsbestand mit Volumen v € N (z.B. Anzahl Versicherungsnehmer)

N

wird durch die Schadenzahl N : Q — Np und die Frequenz Z := — modelliert. Dabei
\%

wird N ~ Poi(Av) mit A > 0 angenommen.

(a) Bestimmen Sie E(Z) und Var(Z2).

(b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion von Z.
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(c) Beobachtet werden unabhangige Realisierungen von Z, ..., Z, (Frequenzen)
und Volumina vs, ... vy, insbesondere qgilt also Z;v; ~ Poi(Av;) fur dasselbe A >
0.

(i) Bestimmen Sie die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion (also die ge-
meinsame Zahldichte) von (Z4, ..., Zn).

(ii) Bestimmen Sie einen Maximum-Likelihood-Schatzer fur A.

(iii) Gegeben seien die folgenden Beobachtungen:

i |1]2|3|4|5]|6]|=x
Zi | 27| 13| 311 | Y10 | 13|18

vi 141211 | 10| 9 | 8 |64
ViZi 4 4 3 1 3 1 16

Bestimmen Sie einen ML-Schatzwert fur A.

Losung Aufgabe 4

Zu (a)

E(N) =Var(N)=Av (da N ~ Poi(AV))
N E(N)
E(Z):E(—):—z
v v
N Var(N) A
Var(2) = Var(—) = — ==
v \% \%
u (b) Sei k € Np.
(Av)K

P(Z=k/v) = P(Zv=k)=e

k!
Zu (c)
(i) Far alle z; mit P(Z; = z;) > 0 gibt es ein ki(:= z;v;) € N) mit

{Zi=z} ={Zivi=zivi} = {N;=k;}.

Aus der Unabhangigkeit ergibt sich nun
()\Vl)k‘

(ﬂ{zl_zl )— (m{Nl_k}) l_[P(Nl_kl)_l_[eXp( AV)) P

also

L()\) — l_[e—)\vl( IZ:)!
i=1 t
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(ii)

n

L) = InL()\)=Z(—)\vi+ziviln()\v[)—In(z[vi!))
i=1
d n 1 n n 1 n
d—)\l()\) = _;VP‘-X;Z[W:_;‘/F‘-X;WZ[‘
1 n
124 — _ .
") = —)\Zglzvlzl<0
. " vz
iRy = o=>/\_z‘jl -
Qi Vi
levizi

Somit ist A = =t ML-Schatzer.

n

i=1 Vi

16

(iii) Mit den Daten ergibt sich der Schatzwert A = o1 = rk

Aufgabe 5 (24 Punkte)

Seien X1, ..., Xn, Xns1 ~ N(u, 02) unabhéngige Zufallsvariablen. Ziel ist es aus den
Beobachtungen X3, ..., X, ein Prognoseintervall fur X,+1 zu konstruieren, wobei u

n
als unbekannt und o2 als bekannt vorausgesetzt wird. Sei X = —ZX[.
n#
=1

(a) Bestimmen Sie die Verteilung von X und Xp41 — X.

. . Xne1—X -
(b) Beweisen Sie, dass ——— standardnormaverteilt ist.
o /n+1
n
(c) Bestimmen Sie ein Prognoseintervall fir X,+1 zum Niveau 1 —a fur a € (0, 1),
das symmetrisch um X ist (d.h. ein Intervall I(X) mit P(Xn+1 eI()_()) =1—aqa).

(d) Sie konnen davon ausgehen, dass die mittlere Temperatur des Mai normal-
verteilt ist und die mittleren Temperaturen des Monats Mai jeweils unabhangig
voneinander und identisch verteilt sind. Die Standardabweichung wird mit 1, 5°
C als bekannt vorausgesetzt.

Temperaturmessungen ergaben in den Jahren 2011-2023 eine mittlere Tempe-
ratur von 13, 1° C fir den Monat Mai. Bestimmen Sie hierfur das Prognosein-
tervall aus (c) zu einem Konfidenzniveau von 90 % flr die mittlere Temperatur
im Mai 2024 (Genauigkeit: in ° C, eine Nachkkommastelle.)

Losung Aufgabe 5

Zu (a)
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X und Xn+1 — X sind Linearkombinationen von unabhangigen, normalverteilten Zu-
fallsvariablen und somit auch normalverteilt. Es gilt

_ 1
E(X) = — D EX) =4

n

L

Var()?) =

.....

1

n 02

= Var(X;) = - da (X{)i=1,...n Unabhangig
i=1

E(Xns1=X) = EXnt))—E(X)=p—p=0
o2

Var(Xn+1 —)_<) = Var(Xn+1)+ Var(—)?) =— + 0%
n
n+1 — o
= 02( ) da X,+1 und X unabhangig.
n

Zu (b)
Die Zufallsvariable i

Xn+1—X

s

n
ist ein Vielfaches einer normalverteilten Zuvallsvariablen und daher ebenfalls nor-
malverteilt. Wegen (a) ist der Erwartungswert 0 und die Varianz 1.

Zu (c)

Gesucht ist ¢ > 0 so, dass qilt:

l—a = P(X=c<Xp1 <X+¢)=P(—c<Xp1—X <)

c Xne1—X c
= Pl- TS T S 1
+ n+ n+
oy OV =7 9V
= 2% —1.

n+1
o n

Lost man die sich ergebende Gleichung nach c¢ auf ergibt sich

n+1
C=U1—qa,r0 .
n

Mita=0,1, n=13 ergibtsichc=1,64-1,5v/1+ Y13 % 2,6° C, also das Prognose-

. 105 157
intervall [ﬁ, ﬁ].

Zu (d)
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