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Wir gehen stets von einem MaBraum (Q, A, u) bzw. einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) aus. Die Borel o-Algebra auf R” wird mit B" bezeichnet, das Lebesgue Mal
auf R" wird mit A" bezeichnet.

Sollten Ihnen in Teilaufgaben Ergebnisse fehlen, dann treffen Sie eine plausible An-
nahme dafur.

Aufgabe 1. [24 Punkte]

Sei X : Q — R eine Zufallsvariable und das MaB v : B1 — [0, 1], V(A) = P(X~1(A)).
Beweisen Sie

(a) Far alle A c R qilt
1X—1(A) = 1A o X.

(b) FUr alle Zufallsvariablen Y :R— [0, o0) gilt

J de=f Y o XdP
R Q

Aufgabe 2. [24 Punkte]
Seien W;~ N(0, 1), i=1, 2 unabhangig, pe[—1,1] und
X1=W,
X2 =pWi+ \/1—7»02W2
sowie firy; eR, 0;>0,i=1,2
Yi=ui+0X;, i=1,2.
(a) Beweisen Sie
(i) Xi~N(0,1),i=1,2
(ii) FOr die Korrelation p(X1, X2) von X1 und X3 gilt p(X1, X2) = p.

(b) Bestimmen Sie die Verteilung von Y;, i =1, 2 und die Korrelation p(Y1, Y2) von
Y1 und Y.

(c) In der folgenden Teilaufgabe betrachten wir die Zufallsvariablen I ~ N(100, 152)
bzw. R ~ N(50, 102) (Intelligenzquotient bzw. Rechtschreibleistung von Schi-
lern) mit Korrelation p(I, R) = 0, 4. Wir gehen davon aus, dass (I, R) bivariat
normalverteilt ist. Sei

I—100 R-50
D= — .
15 10
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6
(i) Begrinden Sie, dass D ~ N(O, E) gilt.

(ii) Aus Untersuchungen ist bekannt, dass ca. 5 % der Schuler an einer Recht-
schreibschwache leiden. Die Diagnose der Rechtschreibschwache wird ge-
stellt, wenn D einen Schwellwert dg Uberschreitet. Bestimmen Sie dg so,
dass P(D > do) = 0, 05 qilt.

Aufgabe 3. [24 Punkte]

Gegeben seien die Zufallsvariablen X und ©. Die Dichte von O sei

ok(1—-06)! 6€(0,1
f@(9)={;( F o0

sonst,
wobei k,l € Np und ¢ > 0 eine Normierungskonstante ist. Fir 6 € (0, 1) sei X ~

B(n, 6), also ist die bedingte Dichte von X gegeben © = 6 wie folgt:

n
fxje(x16) = ( )9"(1 —6)"*fallsx e {0,...,n}.
X
(a) Bestimmen Sie die gemeinsame Dichte von X und O.

(b) Zeigen Sie, dass fur die bedingte Dichte fg)x von © gegeben X = x qilt:

(n+ k+(+1)!
(k+x)(n+ (—x)!

fox(BIx) = o tk(1—0)"** x € {0,...,n}.

1

Iq!
Hinweis: Fiir p, q € Ng gilt f tP(1—t)9dt = L
0 (p+qg+1)!

(c) Bestimmen Sie

(i) E(O]X) (i) EOIX=0)furn=6, k=1[(=1.

Aufgabe 4. [24 Punkte]

Sei A > 0 und fur alle t > 0 sei Xt ~ Exp(At). Gegeben seien ty,...,t,>0und n>2
unabhangige Beobachtungen X, i=1,...,n wobei t; > 0 gelte.

(a) Zeigen Sie:
(i) tX¢ ~Exp(A) furallet >0

(i) G:=2 tiXe, ~T(n,A)

S VT S
(iii) (E)_ = mi aus (ii).
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(b) Zeigen Sie, dass A = ein Maximum-Likelihood Schatzer fur A ist.

n

Z?=1 tiX[

(c) Prufen Sie, ob der Schatzer aus (b) erwartungstreu ist und geben Sie gegebe-
nenfalls eine erwartungstreue Modifikation an.

Aufgabe 5. [24 Punkte]

FUr den Zeitraum 2018-2021 wird fur den (wochentlichen) Gasverbrauch Z ange-
nommen, dass

Z = ag + Box + & mit § ~ N(0, p?) (1)
gilt. Hierbei ist x die (durchschnittliche, wéchentliche) Temperatur.

In dieser Aufgabe wird untersucht, ob der Gasverbrauch Y im Zeitraum Oktober-
Dezember 2022 im Vergleich zum Gasverbrauch Z der Jahre 2018-2021 um 25 %
gesunken ist, also ob

Y =0,75Z in Verteilung (2)
gilt, d.h. P(Y <y)=P(0,75Z < y) fur alle y € R.
(a) Beweisen Sie mit (1) und (2), dass
Y = a+ bx + € mit € ~ N(0, 0?)
gilt, und geben Sie a, b, 0% in Abhéngigkeit von ao, 8o und p? an.
In der Folge gehen wir in (1) von folgenden Parametrwerten aus:
oo =2513, Bo=-—137, pg=33000. (3)

(b) Far Oktober bis Dezember 2022 liegen Daten (x1,¥1),...,(Xn, ¥n) mit n =15
vor, siehe auch Abbildung 1, Seite 5. Wir gehen vom Modell der einfachen
linearen Regression in (a) aus, also

Yi=a+ bx;+ €, €& ~ N(0, 0%), € unabhangig, i=1,...,n.

Mit einem Statistikprogramm werden die folgenden Schatzwerte bestimmt:
n - 1 Z
G =1954, b=-105  02=—— > (yi—y)?=21000,
n—2i-
se(@)=651,  se(b)=6,2.
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Abbildung 1: Gasverbrauch und Temperatur Oktober-Dezember 2022

(i) Testen Sie die Hypothesen
a=0,75a9
b=0, 7580

mit ap, Bo aus (3) jeweils zum Niveau von 5 %.

N 52
(ii) Sei % = Zf_l(Yi— Y:)2. Es ist bekannt, dass — ~ X2_, gilt. Beweisen Sie,
= o
dass fur p € (0, 1)

52
2 2 —
P (; € [Xn—Z,p’ Xn—2,1—p:|) =1-2p

gilt.
(iii) Testen Sie mit Hilfe von (ii) die Hypothese
0% =0,75°p;
zum Niveau von 5 %.
(iv) Kommentieren Sie die Ergebnisse von (i) und (iii).

(c) Ein Statistikprogramm gibt mit den Daten aus (b) fur die Temperatur von
x = —5, 2 das Konfidenzintervall [2300,2700] zum Niveau 5 % fur den erwar-
teten Gasverbrauch aus. Bei einer Temperatur von x = —5, 2 wird der Gasver-

brauch 2556 beobachtet. Handelt es sich bei diesem Wert um einen unplausi-
blen Ausreilser?
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Losungsvorschlage

Aufgabe 1 [24 Punkte]
Zu (a) [4 Punkte]

SeiweQund ACR

Ix-1) (W) =1 = w € XTI(A) <= X(w) €A <> 1x(X(w)) = 1.

Zu (b) [20 Punkte]

n
Sei zunachst Y eine Treppenfunktion, also Y = ZailAi, a; >0, A; € BL. Dann gilt
i=1
J Ydv= Zalv(A ) —ZalP(X_l(A )

f Y(X(w))dP(w)—Zal f 1A((X(w))dP(w)(3)Za,-J Lx-1(a9(w) dP(w)
1 Q

= ZaiP(x—l(Ao).
=1

Sei nun Y > 0 messbar. Dann gibt es eine monoton steigende Folge von Treppen-
funktionen Y, = 0 mit limp_« Y, = Y. Dann ist auch Y, o X eine monoton steigende
Folge von nicht negativen Funktionen, die gegen Y o X konvergiert. Da Y, Treppen-
funktionen sind, gilt

J Yndv=f YnoXdP fur alle neN.
R Q

Laut Satz von der monotonen Konvergenz konvergieren beide Seiten obiger Glei-
chung

lim f Y,,dv=f Ydv

n—oo R R

IimJ Y,,onP=f YoXdP
Q Q

n—oo

und es folgt die Behauptung.
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Aufgabe 2 [24 Punkte]
Zu (a) [6 Punkte]

Offensichtlich gilt X1 ~ N(0, 1). Da W1, W> unabhangig sind, sind auch Linearkom-
binationen von W3, W, normalverteilt, also ist auch X, normalverteilt. Ferner gilt

E(X2) = pE(W1) + /1 —p?E(W2) =p0+ /1 —p?0=0
Cov(X1, X2) = Cov(W1, pW1 + 4/ 1— p2W3) = pCov(W1, W1) + v/ 1— p2Cov(W1, W3)
=pVar(Wi)=p
Var(X3) = Var(pW1) + 2Cov(pWi, v/ 1—p2W3) + Var(y/1— p2W3)
=p?+0+(1—pH)=1
Cov(X1, X2)

XL X2) = VVar(X1)Var(X2) =P

Zu (b) [8 Punkte]

Wegen der Reproduktivitat der Normalverteilung und wegen (a) (i) gilt Y; ~ N(u;, 0[2).
Damit folgt
Yi—E(Y) = 0Xi~N(0,07), i=1,2.

Wegen Cov(X1, X2) = E(X1X2) = p qgilt

Cov(Y1,Y2) = E(01X1-02X2) = 0102E(X1X2) = 0102p.

Zu (c)

(i) [4 Punkte] Da D eine Linearkombination von I und R ist, und (I, R) bivariat nor-
malverteilt ist, ist auch D normalverteilt. Es handelt sich bei D um die Differenz der
Standardisierungen von I und R. Damit folgt

E(D)=0
I—100 I—100 R-50 R—-50
Var(D):Var( )—ZCOV( , )+Var( ):1—2p+1
15 15 10 10
=1, 2.

(ii) [6 Punkte]

d
0,05=P(D>d0)=1—P(DSdo)=1—4)( 102)

d d
<1>( 0 )=0,95=> S U5 =1,645=do=1,645v1,2~1,8.
1,2 V1,2
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Aufgabe 3 [24 Punkte]
Zu (a) [6 Punkte]

Sei fo(9) = c1(0,1)(9) - (1 — 9)! die Dichte von O, f die gemeinsame Dichte von X
und ©. Es gilt furx € {0,...,n}, 9€(0,1)

f(x, ) =f(x|9) - fo(9)
also
flx, 9) = ( )3"”((1 9)"*+=x fallsx € {0,...,n}, 9€(0,1)
0 sonst.
u (b) [8 Punkte]

Die Dichte fx von X ergibt sich fir x € {0,...,n} aus

1 1
fx(x) = f f(x,9)d9 = C(”)J PHK(1 = 9)M+x g9
0 X 0

_(n (x+ KN+ (—x)!
_C(x) (n+k+1+1)

Damit folgt furx € {0,...,n} und 9€ (0, 1)

Fx,9) (oL =9y
P00 )
_ (n+k+1+1)

T (x+ KN+ [—x)!

fOIx) =

3X+k(1 _ 3)n+l_x.

Zu (c)

Zu (i) [8 Punkte]

1

E(®|X=X)=J 9f(9Ix) d9
0

1
— (n+ k+ 1+ 1)I f 9X+k+1(1_ 9)n+l—xd9
x+ K (n+1—x)! Jo
(n+k+1+1) (x+k+1DI(n+[(—x)!

T X+ RN+ —x)! (n+k+(+2)!
X+k+1

Thtk+l+2
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X+k+1

Damit ergibt sich E(O|1X) = —.
n+k+1+2

u (ii) [2 Punkte]

Firk=[(=1, n=6 und x = 0 folgt

2 1
E@OIX=0)=—=-.
10 5

Aufgabe 4 [24 Punkte]
Zu (a)

(i) [2 Punkte] Sei x > 0. Es qilt

X A% A
P(tXt5x)=P(th?)=1—e_ t?=1—e_ X

(ii) [2 Punkte] Mit Xq,..., X, sind auch t1X1,..., thX, unabhangig und aus (i) folgt
tiXi~Exp(A)=T(1,A). Somit ist die Summe G Gammaverteilt '(n, A).

(iii) [4 Punkte] Mit (ii) gilt

E(i) =leixn_le_)\x dX -2 —)\X dx
G o xI(n) (n)
© 1
_ AT T(n— 1)f A= 20X gy — '
r(n) An-1 r(n— 1) n—1

Die letzte Gleichung gilt, da Uber die Dichte der '(n—1, A)-Verteilung integriert wird.
(b) [12 Punkte] Es ergibt sich eine Likelihood

n n
L(A) = l_[ (th exp~t**) = A" exp™ T tixi l_[ t;.
i=1 =1

Somit folgt fur £ :=In(L)

n n
1) =nIn(A)—=AD txi+ Yt
=1 =1
n n
) ==—> tx;
() X Z iXi
=1
") =—— <0
=

Aus der zweiten Gleichung ergibt sich durch Nullsetzen und Auflésen
n

A= o
D tiXi
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und mit £ < 0 folgt, dass in A ein Maximum vorliegt. Der gesuchte Schatzer ist also

n

A=—
Z[ll tiXi

Zu (c) [4 Punkte]

Mit (a) ergibt sich der Erwartungswert von A

n An
E 5 = .
Zi:l tiXi n—1

Damit ist A nicht erwartungstreu. Die Modifikation A* = A ist offensichtlich
n

erwartungstreu.
Aufgabe 5 (24 Punkte)
Zu (a) [3 Punkte]

Sei ¢ =0, 75. Es gilt fir a = cao, b= cBo, 02 = c?p? und € = c§ ~ N(0, 0?)

P(Y <y)=P(cZ <y) =P(c(ag + Box + ) < y) = P(cap + cBox + c6 < y)
=Pla+bx+e<y)

und somit die Behauptung.
Zu (b)

(i) [8 Punkte] Es ergeben sich die Testgrolien
aG—0,75a¢p 1954-0,75-2513

- =1,06 (Test fiir a)
se(q) 65,1
b—0,7580 —105+0,75-137 )
= =—0, 36. (Test fiir b)
se(b) 6,2

Die TestgroRen sind t-verteilt mit n—2 = 13 Freiheitsgraden, die Hypothesen werden
nicht verworfen, da beide Werte im Intervall

[_tn—z,%' tn—z,%] =[-2,160, 2,160]

liegen.

(ii) [3 Punkte]

52 2 2 52 2 52 2
P (; € [Xn—Z,p’ Xn—2,1—p]) =P (; < Xn—2,1—p) —P (; < Xn—2,p)

=l—-p—p=1—-2p.
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(iii) [4 Punkte] Man kann (ii) mit p = 0, 025 anwenden. Mit der Hypothese ergibt sich
die TestgroRe

62(n—2)  21000-13 273000
0,7502  0,752-33000 18562,5

’

Sie liegt im Intervall

2 2 _
[XIB,%’X:B,%] - [5, 009, 24, 376]

also wird die Hypothese wird nicht verworfen.

(iv) [3 Punkte] Die Daten widersprechen nicht der Annahme, dass der Gasverbrauch
um 25 % gesunken ist.

Zu (c) [3 Punkte]

Es handelt sich nicht um einen AureiRer, da 2556 bereits im Konfidenzintervall liegt.
Da das Konfidenzintervall eine Teilmenge des Prognoseintervalls ist, ist der Wert von
2556 im der prognostizierten Bandbreite.

Bemerkung: es handelt sich um echte Daten, die die Bundesnetzagentur veréffent-
licht hat. Nur die Schatzwerte wurden leicht angepasst um den Rechenaufwand zu
verringern.
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