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e Die Gesamtpunktzahl betragt 120 Punkte. Die Klausur ist bestanden, wenn
mindestens 60 Punkte erreicht werden.

e Bitte prufen Sie die Ihnen vorliegende Prufungsklausur auf Vollstandigkeit. Die
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Wir gehen stets von einem MaBraum (Q, A, u) bzw. einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) aus. Die Borel o-Algebra auf R” wird mit B" bezeichnet, das Lebesgue Mal
auf R" wird mit A" bezeichnet.

Sollten Ihnen in Teilaufgaben Ergebnisse fehlen, dann treffen Sie eine plausible An-
nahme dafur.

Aufgabe 1. [24 Punkte]

oo
Seif:[1,0)—R, f(x)= Z ke~kx. Beweisen Sie:
k=1

(a) f ist messbar beziiglich der durch B! induzierten o-Algebra auf [1, ).

(b) Es qilt J

[1,00)

FOAA) = > f ke~ kX dA(x).
k=1J[1,00)

1
(c) Es qilt f FX)AA(X) = ——.
[1,00) e—1

Aufgabe 2. [24 Punkte]

Die Kaffee AG fullt Kaffeebohnen in Packungen ab. Das Abfullgewicht X einer Pa-
ckung sei normalverteilt mit Erwartungswert 1 kg und Standardabweichung 0,05
kg. Eine Packung ist unverkauflich, wenn sie weniger als 0,935 kg wiegt. Die Wo-
chenproduktion betragt n =10.000 Packungen.

(a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass eine Packung unverkauflich ist.

(b) Sei Y die Zufallsvariable , Anteil der unverkauflichen Packungen der Wochen-
produktion“. Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Varianz von Y.

(c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind mehr als 10 % der Wochenproduktion un-
verkauflich? Verwenden Sie dazu die Approximation durch eine geeignete Nor-
malverteilung.

(d) Welcher Anteil der unverkauflichen Packungen an der Wochenproduktion wird
mit einer Wahrscheinlichkeit von 95 % nicht uberschritten?

(e) Eine neue Geschaftsleitung beschliefSt die Packungsgrofien um 10 % zu verrin-
gern, fur das Abflllgewicht gelte Z = 0, 9X. Bestimmen Sie die neue Grenze
d fur unverkaufliche Verpackungen so, dass die Wahrscheinlichkeit fur Unver-
kauflichkeit 5 % betragt.
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Aufgabe 3. [24 Punkte]

Gegeben seien die Zufallsvariablen N und © mit © ~ U(a, b) wobei a < b, [a, b] C
(0,1). Fir6 €[a, b] sei N~ NB(1,0), d.h. N besitzt die Zahldichte

f(n|e)=6(1—06)", neNp.
(a) Bestimmen Sie E (%) und £(2) [Ergebnis: z2-1n(2), £ ]
(b) Bestimmen Sie E(N|®) und Var(N|O©).
(c) Bestimmen Sie E(N) und Var(N).
(d) Sind die Zufallsvariablen N und © unabhangig?
(e) Seinun[a,b]=][0,1]. Bestilmmen Sie P(N = n) fur n € Np.

Iq!
Hinweis: Fir p, q € Ng giltf tP(1—-t)ddt= L
0 (p+qg+1)!

Aufgabe 4. [24 Punkte]
Seien X1,...,Xn, Y1,..., Yo und W1y, ..., W, unabhangige Zufallsvariablen mit
Xi~N(u1,1), Yi~N(uz, 1), Wi~ N(u1 + 2, 1)

und Ui, 42 € R. Wir bezeichnen mit X, Y usw. die Mittelwerte der Xi, Yi, usw. Auf der
Basis aller 3n Zufallsvariablen erhalt man eindeutig bestimmte ML-Schatzer fur u;
und uy (wird also fur die Aufgabe vorausgesetzt).

(a) Beweisen Sie, dass die Maximum Likelihoodschatzer i1, (i, fUr g1, u2 notwen-
digerweise das lineare Gleichungssystem

2ﬂ1+ﬂ2=)_(+W
/.’11+2/:12=?+W
erfullen.
(b) G b ien die Schat * W+2)_< Y du* W+2? )_<f" d
egepen selen die >chatzer = —4+ ———Uun = —4+ ———TUr un
“29 i =337 3Ntk =553 A

(i) Sind u} und uJ erwartungstreu?

(ii) Es ist bekannt, dass X ein erwartungstreuer Schatzer von u; ist. Wiirden
Sie ihn dem Schatzer uf vorziehen? Begrinden Sie Ihre Antwort.
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Aufgabe 5. [24 Punkte]

In einer Studie wurde der Blutdruck von Rauchern und Nichtrauchern untersucht.
Bei 11 Rauchern ergab sich ein mittlerer Blutdruck von 130. Bei 14 Nichtrauchern
wurde ein Mittelwert von 123 festgestellt. Bei beiden Messreihen ergab sich eine
empirische Varianz von 32,49. Es wird angenommen, dass der Blutdruck bei Rau-
chern und Nichtrauchern jeweils normalverteilt ist.

(a) Bestimmen Sie aus obigen Daten ein Schatzintervall fUr den Erwartungswert
des Blutdrucks von Rauchern zum Niveau 1 —a =0, 95.

(b) Wie grol8 musste die Stichprobe sein, damit die Lange des Schatzintervalls in
(a) kleiner als 1 ist?

Sie kénnen ohne Beweis verwenden, dass fur 'y > 0,5 die Folge (tn,y)nen der
Quantile der t-Verteilung gegen das Quantil uy von N(0O, 1) konvergiert.

(c) Bisher ging man bei Nichtrauchern von einem Blutdruck von 120 aus. Wird
diese Beobachtung bei einem Niveau von 0, 05 widerlegt?

(d) Testen Sie unter geeigneten Annahmen auf dem Niveau von a = 0,05 die
Hypothese, dass der Erwartungswert des Blutdrucks bei Rauchern und Nicht-
rauchern gleich ist.
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Losungsvorschlage

Aufgabe 1
Zu (a) [8 Punkte]

Fir n € N sei fy : [1,00) — R, fa(x) := >}]_ ke *. f, ist als Summe stetiger Funk-
tionen stetig, also auch messbar. Laut Definition ist limp—wfn = f, also ist f als
punktweiser Grenzwert messbarer Funktionen auch messbar.

Zu (b) [8 Punkte]

Sei fy wie in (a). Es gilt fur alle ne N

n

f Fa) dA(x) = f D ke R dA(x) = ZJ ke™ > dA(x)
[1,00) [1,00)

[1,00) k=1 k=1

und f, > 0. Wegen frr1(X)—fn(x) = (n+ 1)e~("+*1)X > 0 ist die Funktionenfolge (fn)nen
monoton wachsend. Damit erfullt (f,)nen die Voraussetzungen des Satzes von der
monotonen Konvergenz, und die Behauptung folgt nun wegen

f FOYAAGA) = f lim f2(x) dA(X) = lim, f fa(x) dAGX)
[1,0) [1,00) ([, )

n (o]
— i —k _ —k
_,!'_,onE J ke ™ dA(x) = E J ke dA(x).
k=1 [1,00) k=1Y[

1,00)

Zu (c) [8 Punkte]

Wir wenden (b) an. Hierzu berechnet man mittels des uneigentlichen Riemann-
Integrals

oo oo

f ke kXdA(x) = f ke kXdx = —e™*¥| =e7k
[1,00) 1 1
Mit (b) und der geometrischen Reihe folgt
f FOQAA(X) = f D> ke ™ dA(x) =] f ke ™ dA(x) = > e7*
[1,00) [1,00) k=1 k=1[1,0) k=1
= e = e 1= -1
Pt = 1—e! e—1

Aufgabe 2
Zu (a) [2 Punkte]

0,935-1

P(X <0,935) = @(
0,05

)=d>(—1,3)=1—@(1,3)=0,0968
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Zu (b) [7 Punkte]

Sei N die Zufallsvariable ,, Anzahl der unverkauflichen Packungen einer Wochenpro-
duktion”. Dann ist N ~ B(n, p) mit p=0,0968 und n =10.000. Somit ist E(N) = np
und Var(N) =np(1—p). Es qgilt Y = % mit

N 1 1
E(Y)= E(—) =—E(N)=—-np=p=0,0968
n n n

p(l—p) 0,08743
~ 10000

N 1 1
Var(Y) = Var(—) = —2Var(N) = —znp(l —p)=
n n n
=8,743-107°.

Zu (c)[4 Punkte]
1_
p( p)). Ee

Naherungsweise qgilt N ~ N(np, np(1 — p)) und damit auch Y ~ N(p, p

folgt

P(Y>0,1)=1—P(Y<0,1)

0,1—0,0968 0,1—0,0968
_1- cp( ) —1- cp( m)

vp(l—p)/n vp(l—p)
~1—®(1,08)=1—0,8599 =0, 1401.

Zu (d) [5 Punkte]

Gesucht ist y mit P(Y < y) =0, 95. Mit der Normalverteilungsannahme folgt

®(Uo,95)=0,95=P(Y<y)=19 (iﬁ) also

p(1—p)
LW: Ug,95 = 1,64 und damity =p + uo,95—p( P) =0,1016.
vp(1—p) Jn

Der Anteil, der mit einer Wahrscheinlichkeit von 95 % nicht Uberschritten wird, be-
tragt 10,16 %.

Zu (e) [6 Punkte]

Gesucht ist d mit P(Z < d)=0,05. Da Z=0,9X und X ~ N(1, 0, 052) folgt

d d—0,9
0,0SzP(ZSd)zP(Xs )z@(—) also
019 0,9'0,05
d—0,9

0,9-0,05
d=0,9—-0,045-1,64=0, 826.

= Ug,05 = —Up,95 =—1, 64 und damit
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Variante fur die erste Gleichung: Z=0, 9X ~ N(1, (0,9-0,05)2) = N(1, 0, 0452) und

d—0,9
0,05 =Pz )=o),
0,045

Aufgabe 3
Zu (a) [4 Punkte]

Wegen © ~ U[q, b] folgt
1 1 b1 1 b
(1) [ Loo= o
C] b—a]j, 6 b—a a
1 1 b 1 /1 1 1
02 b—a/, 62 b—ala b ab

Zu (b) [5 Punkte]

— 1 1
EIN©=0)=——=—=——1=E(N|O)=—-1
(N ) P P (N|©) 5
Var(N|© = ) - Var(N|©) -6 _1 1
ar = = > Var = = - —.
62 02 02 0
Zu (c) [8 Punkte]
Mit dem Satz von der iterierten Erwartung folgt
E(N) =E(E(N|©)) E(l 1) E(l) 1
B ANC) ANC)
Var(N) =Var(E(N|O)) + E(Var(N|®)) =V (1 1) E( ! 1)
ar(N) =Var + ar =Var|——=1|+El ——-—
C] 02 ©0

cvolg)on( )33l (o
()3 )

E(N) =

1 b
In(—)—l
b—a a

2 1 z(b) 1 (b)
Var(N) = — — In“| — |— Inl — .
ab (b—a)? a b—a a

Zu (d) [3 Punkte]
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Wegen E(N|®) # E(N) sind N und © nicht unabhangig.
Zu (e) [4 Punkte]

Mit dem Hinweis erhalt man

1
P(N=n)=f
0

Aufgabe 4

1
P(N=n|@=9)d9=J 6(1—06)"de = n = ! .
0 (n+2)! (n+1)(n+2)

Zu (a) [15 Punkte]
Wegen der Unabhangigkeit der Zufallsvariablen lautet die gemeinsame Dichte

f(X1, ... Xn, Y1, -+ Y0, W1, ..., Wp)
]_[( . )3 ( 1[( )%+ ( )%+ (wi— (U1 + ))2])
= _— ex —— | (Xi— i — W;— .
T P{—3 H1 Yi—H2 H1+ H2

Daraus ergibt sich fur die Parameter u1, u, die Likelihood

1 3n 1.
L(u1, 42) = (/T_n) exp (_EZ[(XL'—NI)Z + (yi— H2)* + (wi— (u1 + uz))z])-
i=1

Durch Logarithmieren und anschlieSendes Differenzieren nach u; folgt

L(u1, u2) = InL(u1, 42)

3n n
=1In (E) - ; 5((Xz—u1)2 + (Vi— M2)? + (Wi — (U1 + 12))?),

2 n
B (1, 12) = 5 3 (O ) + (Wi— (i + 12)))
=1

n
=—2np1 — N2 + > (Xi+ Wy).
i=1

Aus Symmetrietberlegungen folgt analog in dem man ui, x; durch u», y; ersetzt

n
0, (U1, H2) = =24 — 1 + ) (Vi + W)).
i=1

Nullsetzen des Gradienten fuhrt zu den behaupteten Gleichungen.
Zu (b) [4+5=9 Punkte]
(i) Wegen E(X) = u1, E(Y) = u2, E(W) = u1 + 3 folgt

1 1 2
Euy)=—gm2+ (i +p2)+ =

1 1 2
E(uy)= —3Ht g+ )+ S =p,
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also sind die beiden Schatzer erwartungstreu.

(i) Beide Schatzer sind erwartungstreu, also sind die mittleren quadratischen Fehler

gleich den Varianzen. Wegen Var(X;) =Var(Y;) =Var(W;)=1furalleie{1,...,n}
gilt Var(X) = Var(Y) = Var(W) = 1/n. Daraus folgt

i i W+2X-Y) 1 —— =

mse(u1 )= chr(u1 )=Var — 3 = Y Var(W+ 2X — Y)

6
n

O| -

1 _ _ _
5 (Var(W) + 4var(X) + Var(Y) = T

_ — 1
Wegen Var(X) = Var(Y) = — folgt
n

_ _ 1 2
mse(X)=Var(X)=—-—> —= mse(ui‘ ).
n 3n
Der mse(u;) ist also kleiner als mse(X), es ist also ui‘ vorzuziehen. Dies Uberrascht
nicht, da mehr Informationen (neben X; auch die Y;) einflieBen.
Aufgabe 5

Sei X ~ N(ux, 02) bzw. Y ~ N(uy, 05) die Zufallsvariable Blutdruck bei Rauchern
bzw. Nichtrauchern. Die Varianz ist unbekannt, aus diesem Grund bendtigen wir die
Quantile der Student-Verteilungen.

Zu (a) [6 Punkte]

Als Konfidenzintervall ergibt sich ein symmetrisches Intervall um x. Wegen

, 7
t10,0.975 ~ 3,83
2,228

erhalten wir
[126,17;133,83].

Zu (b) [6 Punkte]

Zu losen ist

7

tn,0.975 7n <0,5.

Es wird t, 0,975 & Up 975 = 1, 96 verwendet, also ist zu I6sen

1,96-5,7
n

<0,5<=(2:1,96-5,7)°<n.

Es ergibt sich n =500.

Zu (c) [6 Punkte]
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123-120
Beim t-Test ergibt sich die TestgroRe t = 5—7J14 =1, 96. Die Hypothese wird

nicht verworfen wegen t;3.9,975 = 2.160 und '|t| < t13.0,975.
Zu (d) [6 Punkte]

Bei unbekannter Varianz und zwei unabhangigen Stichproben wird der t-Test ver-
wendet. Zu prufen ist

Ho: ux = Uy.

TestgroRe ist

Xx—v | 14-11 10s2 + 1352
T(x,y) = Y ,mits2=——> Y =5 72 3|s0
S 11+ 14 10+ 13

T(x,y)=~ 3,05

Wegen |T(x, y)| > t23,0,975 = 2, 069 wird Hp verworfen.
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