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Hinweise:
e Als Hilfsmittel ist ein Taschenrechner zugelassen.
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weg ersichtlich sein.
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Wir gehen stets von einem MaBraum (Q, A, u) bzw. einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) aus. Die Borel o-Algebra auf R” wird mit B" bezeichnet, das Lebesgue Mal
auf R" wird mit A" bezeichnet.

Sollten Ihnen in Teilaufgaben Ergebnisse fehlen, dann treffen Sie eine plausible An-
nahme dafur.

Aufgabe 1. [24 Punkte]

Sei X : Q— [0, o0) eine Zufallsvariable mit

fXszO
Q

gilt. Beweisen Sie, dass dann X = 0 fast sicher qilt.

Aufgabe 2. [24 Punkte]
Seien X, Y € L2(Q, A, P) mit

E(Y|X) =X und
E(Y?]|X) = X2.

Beweisen Sie, dass
X =Y fast sicher

gilt.

Aufgabe 3. [24 Punkte]

Die jahrliche Niederschlagsmenge in KoéIn ist N(u, 0%)-verteilt mit g = 800 mm und
0=100 mm.

(a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die Niederschlagsmenge eines
Jahres zwischen 750 mm und 900 mm betragt.

(b) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Niederschlagsmenge Uber 900
mm betragt?

(c) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass die gesamte Niederschlagsmenge in
zwei aufeinanderfolgenden Jahren Uber 1800 mm betragt? Welche Annahme
treffen Sie fUr die Berechnung?
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(d) Wir betrachten die jahrlichen Niederschlagsmengen von 2 Jahren. Bestimmen
Sie die Wahrscheinlichkeit, dass in beiden Jahren die Jahresniederschlagsmen-
ge 900 mm uberschreitet. Vergleichen Sie das Ergebnis mit (c) und erklaren
Sie die unterschiedliche GréBenordnung.

(e) Bestimmen Sie ein symmetrisches Intervall um 800 mm in dem die jahrliche
Niederschlagsmenge mit einer Wahrscheinlichkeit von 90 % liegt.

Aufgabe 4. [24 Punkte]

FUr die Schadenzahl N; : Q — Np eines Bestand mit Versicherungsdauer t > 0 wird
N¢ ~ Poi(At) mit A > 0 angenommen.

(a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion von N¢.

Im Folgenden betrachten wir k gleichartige und unabhangige Bestande mit den
Versicherungsdauern t1, ..., tx>0 und Nt ~ Poi(At;) furallei=1,..., k.

(b) Bestimmen Sie die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion (also die gemein-
same Zahldichte) von (N¢,, ..., N¢).

(c) Bestimmen Sie einen Maximum-Likelihood-Schatzer X fur .

(d) Gegeben seien die folgenden Beobachtungen:

6|6 15

Bestimmen Sie einen ML-Schatzwert fir A mit dem Schatzer X aus (c).

1& Ny,
= —Z e ein Schatzer fur A. Ist er erwartungstreu? Bestimmen Sie den
i=1 -

mittleren quadratischen Fehler MSE ()\) von )f

>‘>>

(e) Sei

Aufgabe 5. [24 Punkte]

Es liegen die jahrlichen Niederschlagsmengen (in mm) fur Kéln und Munchen der
letzten 32 Jahre vor. Folgende Zusammenfassung wird geliefert:

Stadt | Mittelwert | empirische Standardabweichung
Kéln 800 96

Muinchen 950 107
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Wir gehen davon aus, dass die jahrlichen Niederschlagsmengen in Kéln und Mun-
chen unabhéngig und normalverteilt X ~ N(uK, o,2<) (KdIn), Y ~ N(uM, aﬁ,) (Minchen)

sind.

(a) Wie beurteilen Sie die Hypothese Hy : 0,34 = 012< zum Niveau von 90 %?

(b) Wir gehen nun von o7 = 02 aus. Testen Sie jeweils zum Niveau von 95 %

(i) Ho : ik = Hm, H1 : Uk # Um

(i) Ho : uk = Hm, H1 @ Uk < Um

(c) Interpretieren Sie inhaltlich die Ergebnisse von (b). Verwenden Sie auch Wahr-

scheinlichkeitsaussagen.

Sie k6nnen folgende g-Quantile der F-Verteilung verwenden:

q m | n | Fmn
0,05]32 (320,55
0,10 | 32 | 32 | 0,63
0,90 |32 (32|1,58
0,95 (32 (32|1,80
0,05|32|31|0,55
0,10 | 32 | 31| 0,63
0,90 |32 311,59
0953231 |1,82
0,05|31 310,55
0,10 | 31|31 0,63
0,90 |31 311,59
0,95 |31 (31|1,82
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Losungsvorschlage

Aufgabe 1 [[24 Punkte]]

1. Schritt Ist X > 0 eine Treppenfunktion, d.h. es gibt a; >0, A;e A, i=1,...,n mit

n
X= ZailAi und
i=1

0= J XdP =" aiP(A).
Q

i=1

Somit gilt
a;P(A;) = 0 folglich a;= 0 oder P(A)) =0 furallei=1,...,n.

Damit ist
A= ] A
{i:0i#0}
als endliche Vereinigung von Nullmengen eine Nullmenge, und es gilt {X #0} C A.
Damit gilt X = 0 f.0.

2. Schritt Ist nun X > 0, dann sei (Xn)nen €ine Folge von Treppenfunktionen mit

Xn1X,Xn=20,neN. Es folgt

OSJ XndPsf X dP =0 und somit f XndP =0 fur alle neN.
Q Q Q

Damit gilt mit dem ersten Schritt X, = 0 fast sicher fur alle n € N. Ferner gilt

{x#0}c |J{X.#0}.

neN

Auf der rechten Seite steht eine abzahlbare Vereinigung von Nullmengen, also eine
Nullmenge. Die Menge auf der linken Seite ist messbar und somit ihrerseits eine
Nullmenge.

Alternativer Losungsweg mit der Ungleichung von Markov

E(X) .
P(X=r)<——=0furaller>0.
r

Es gilt wegen [, XdP=E(X)=0
P(X>1/n)=0flralleneN.

Desweiteren gilt {X > 0} = J,en{X = 1/n}. Die Mengen auf der rechten Seite sind
wegen der Ungleichung von Markov jeweils Nullmengen. Daraus folgt P(X > 0) =0
und somit die Behauptung.
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Aufgabe 2 [24 Punkte] L6sung

Es qgilt

E((X=Y)?IX) = E(X2=2XY + Y?|X) = X2 = 2XE(Y|X) + E(Y?|X) = X2 —2X? + X* = 0.

Mit dem Satz von der iterierten Erwartung folgt damit
E((X—=Y)?)=E(E((X—Y)?IX))=0.

Da die Zufallsvariable (X — Y)? nicht negativ ist, folgt mit Aufgabe 1

(X —Y)? =0 fast sicher, also
X—Y =0 fast sicher

und damit die Behauptung.

Alternativ: Man zeigt E(X—Y) =0, Var(X—Y) =E((X—Y)?)=0. Damit ist X—Y f.s.
konstant gleich dem Erwartungswert, also die Behauptung.

Aufgabe 3 [24 Punkte]

Sei X ~ N(u, 02) die jahrliche Niederschlagsmenge und & die Verteilungsfunktion
von N(O, 1).

Zu (a) und (b)

Es qgilt
900 — 800 750 — 800
P(750 < X < 900)=¢(—)_¢(—)
100 100
— 8(1)— 8(—0,5) = &(1)— (1 — &(0, 5))
—0,8413+ (1—0,6915) =0, 5328 (a)
900 — 800
P(900 <X)=1—P(Xs900)=1—¢(T)=1—¢(1)
—1-0,8413=0,1587 (b)

Zu (c)

Seien X1, X, die jahrlichen Niederschlagsmengen zweier aufeinanderfolgender Jah-
re, Y := X1+ Xz. Sind X1, X2 unabhangig, dann gilt Y ~ N(1600, 2 * 1002) und somit

1800—1600

P(Y >1800)=1—P Y51800)=1—¢>(
( : ( 10042

):1—q>(x/§)z1—¢(1,41)

=1-0,9207=0,0793

Seite 6 von 9



DAV . .
A Zulassungspriifung Stochastik
DEUTSCHE am 14.Mai 2022

AKTUARVEREINIGUNG e.V.

Zu (d)
Seien X1, X2 = N(u, 02), u = 800, 0 = 100 und Z := min(X1, X2). Es gilt

P(Z > 900) = P(X1 > 900, X5 > 900) = P(X1 > 900)P(X> > 900) = (1 — P(X < 900))?
=0,1587%~0,0252.

Beim zweiten Gleichheitszeichen wurde die Unabhangigikeit von X1, X2 verwendet.
Wegen {Z > 900} c {X1+ X2 >1800} und {Z>900} # {X1+ X2 > 1800} passen
die GrélBenordnungen zueinander.

Zu (e)

Gesuchtist § >0 so,dassP(Xe[u—6,u+6])=0,9, also
)
0,9=P(/J—5<XS/J+5)=2<I>(—)—1.
o

Sei up,95 = 1,645 das 95 % Quantil der Standardnormalverteilung. Lost man die
vorhergehende Gleichung nach é auf folgt
8 =Up,950 =164,5
also ist das gesuchte Intervall
[635,5, 964,5]
Aufgabe 4 [24 Punkte]

Zu (a) Sei n € Np. Laut Annahme qilt

At)"
P(N=n) = e_)‘t( ).
n!
Zu (b) und (c) Firn;, njeNp, i=1,...,k qilt
K At
LA) = l_[e"\“—( )
i=1 ni!
k
[A) = InL(A)= > (=Ati+ niIn(At)—Inn!)
i=1
d K 1&
—I(A) = —Zti+—Zni
dA i=1 A3
1 k
17 _ .
() = —F;nl<o
k
>
rid) = o=>,€=‘=k1 .
2t

Il
a
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k

Z Nti

Somit ist A = =/i ML-Schatzer.
2t
i=1

Zu (d)

. 46
Mit den Daten ergibt sich der Schatzwert A = >0 =2,3.

Zu (e)

Es gilt

Somit ist )f erwartugstreu. Damit ist der mittlere quadratische Fehler gleich der
Varianz des Schatzers. Wegen der Unahangigkeit der N¢, i=1, ...k gilt

Var(Ny,)

A M A K1
Var()‘) I<ZZ 2 _kzztl2=ﬁ§?{

Aufgabe 5[24 Punkte]
Zu (a)

Wir verwenden den F-Test. Die Testgrol3e ist

962
t=

1072 = 0, 81.

Die Hypothese Ho wird nicht verworfen wegen t € [F31,31,1(5)—0' F311311%] =[0,55, 1,82]
Zu (b)
(i) Wir verwenden den zwei Stichproben t-Test. Es ergibt sich

5 31-962+31-1072
s? = o =10332,5

950 800 322 _c o
\/10332 32+ 32 '

Das 97,5 %-Quantil der t-Verteilung mit 62 Freiheitsgraden approximieren wir mit
dem Quantil der Standardnormalverteilung ug 975 = 1, 96. Die Hypothese wird ver-
worfen, da |t| > 1, 96 qilt.
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(ii) Die TestgroBe andert sich nicht. Wir verwenden wieder die Approximation der
Quantile der t-Verrteilung mit der Standardnormalverteilung tez,% ~ Up,95 = 1, 645.
Wegen t > tg; ss wird Ho verworfen.

Zu (c) Die Hypothese, dass es in Kéln mehr regnet als in Minchen wird verworfen. Es
regnet in Mlnchen signifikant mehr als in KéIn, mit einem Signifikanzniveau von 5%.
Bei haufiger Verwendung des Test, wird in etwa 5 % der Falle Hqg falschlicherweise
verworfen.
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