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Hinweise:
e Alle Hilfsmittel sind zugelassen (open book).

e Die Gesamtpunktzahl betragt 120 Punkte. Die Klausur ist bestanden, wenn
mindestens 60 Punkte erreicht werden.

e Bitte prufen Sie die Ihnen vorliegende Prufungsklausur auf Vollstandigkeit. Die
Klausur besteht aus 10 Seiten.

e Alle Antworten sind zu begrunden, und bei Rechenaufgaben muss der Loésungs-
weg ersichtlich sein.
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Wir gehen stets von einem MaBraum (Q, A, u) bzw. einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) aus. Die Borel o-Algebra auf R” wird mit B" bezeichnet, das Lebesgue Mal
auf R" wird mit A" bezeichnet.

Sollten Ihnen in Teilaufgaben Ergebnisse fehlen, dann treffen Sie eine plausible An-
nahme dafur.

Aufgabe 1. [24 Punkte]
Sei B e A fest, sein: A— [0, c0],
n(A) :=u(AnB).
(a) [8 Punkte] Beweisen Sie, dass n ein Mal auf A ist.

(b) [16 Punkte] Sei f > 0 messbar. Beweisen Sie

ffd’7=f 1gf du.
0 o

Aufgabe 2. [26 Punkte]
Seien X1, X2, ... unabhangige Zufallsvariablen mit
E(X) =0, Var(X) =1 furalleieN.

Fir n e N sei

Seien n, k e N.
(a) [3 Punkte] Beweisen Sie, dass S, und S+ —Sp unabhangig sind.
(b) [8 Punkte] Bestimmen Sie Erwartungswert und Varianz von S, und Spix — Sh.
(c) [6 Punkte] Beweisen Sie, dass E(S5,+«|Sn) = Sh qgilt.

(d) [9 Punkte] Beweisen Sie, dass Var(5,+«|Sn) = k qgilt. Zeigen Sie hierzu zu-
nachst, dass fur unabhangige Zufallsvariablen A, B mit E(A%) < o

Var(A + B|B) = Var(A)

gilt.
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Aufgabe 3. [28 Punkte]
Sei Y ~N(0,02) mit o >0 und X =Y.
(a) [4 Punkte] Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion von X.

(b) [4 Punkte] Beweisen Sie, dass fur die Dichte f von X gilt:

2 x2
) =1{ Vano? exp(_ﬁ) x>0 (1)

0 sonst.

(c) [12 Punkte] Bestimmen Sie Erwartungswert und Varianz von X.

1 1
(d) [8 Punkte] Beweisen Sie, dass X? ~ F(E' 2—2) gilt.
o

Aufgabe 4. [22 Punkte]

In dieser Aufgabe greifen wir die Verteilung der Aufgabe 3 wieder auf.

(a) [14 Punkte] Bestimmen Sie einen Maximum-Likelihood Schéatzer fir o2 fir un-
abhangige und identisch verteilte X1, ..., X, mit Dichte (1) in Aufgabe 3.

(b) [4 Punkte] Seien X1,..., X, wie in (a) und sei
= 1.
2 2
o°=—> X¢
n ; t
. P e ] . 2 n n .
ein Schatzer fur o2. Beweisen Sie, dass 02 ~ F(—, —) gilt.

2 20?2

(c) [4 Punkte] Ist der Schatzer 83 in (b) erwartungstreu? Ist er konsistent?
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Aufgabe 5. [20 Punkte]

Es wird das Auftreten der Krankheit M in Zusammenhang mit der Infektion mit dem
Virus C untersucht. Dabei werden die folgenden Gruppen unterschieden:

G1l: Personen, die mit C infiziert sind
G2: Personen, die nicht mit C infiziert sind.

Sei p; die bedingte Wahrscheinlichkeit fir eine Person an M zu erkranken, gege-
ben sie ist aus Gruppe G;, i = 1, 2. In einer Stichprobe von 110000 voneinander
unabhangigen Personen werden folgende Daten erhoben:

Gruppe | an M erkrankt | nicht an M erkrankt | Anzahl
Gi 250 9750 | 10000
G> 150 99850 | 100000

(a) [6 Punkte] Als Schatzer p; fur p;, i =1, 2 wird die relative Haufigkeit verwendet.
Bestimmen Sie Intervallschatzer fur p;, die symmetrisch um die Schatzwerte
pi zum Niveau 95 % sind.

(b) [4 Punkte] Kommentieren Sie die Ergebnisse in (a) hinsichtlich der Frage Uber
die Gleichheit und Anordnung der beiden Wahrscheinlichkeiten.

(c) [4 Punkte] In der Folge sei
p1=0,025; p, =0,0015.

Sei 6 die Wahrscheinlichkeit fir eine Person mit C infiziert zu sein. Bestimmen
Sie die Wahrscheinlichkeit an M zu erkranken, in Abhangigkeit von 6.

(d) [6 Punkte] Es wird eine Impfung gegen die Infektion mit C eingefuhrt. Geimpfte
Personen erkranken an M mit der Wahrscheinlichkeit p = 0, 005. Es soll nun
eine Risikoeinschatzung in Abhangigkeit von 6 aus (c) erfolgen, ob man sich
impfen lassen soll. Dabei wird nur die Erkrankung M betrachtet. Beschreiben
Sie einen Ansatz mit Hilfe des Ergebnisses von (c).

Sollten Sie (c) nicht gelést haben, verwenden Sie 0,0015 + 0,026 als Wahr-
scheinlichkeit des Auftretens von M.
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Losungsvorschlage

Aufgabe 1 [24 Punkte]
u (a) [8 Punkte]

Es qgilt
n(@)=uBnd)=u(@)=0

Seien nun A; € A, i € N paarweise disjunkt. Es gilt

(UAi)nB= JainB)

ieN ieN

und die BnA;, i € N, sind paarweise disjunkt. Damit folgt aus der o-Additivitat von u

n(UAi) =u((UA,-)nB)=u(U(AmB)) => u(AinB)=>n(A).

ieN ieN ieN ieN ieN
Zu (b) [16 Punkte]

Sei f = Z;’:l aila, a;=20,A; € A i=1,...,n, eine Treppenfunktion. Dann gilt laut
Konstruktion des Integrals

den Zonn(A)—Zonu(A nB).

=1

Andererseits gilt wegen 1g14, = 1pna,

n n n n
J lefdu = J 1BZai1AidP=ZaiJ 151AidP=ZaiJ lanedP = ail(A;N B)
Q Q =1 =1 JQ Q

=1 =1
n
= > ain(A).
i=1
und somit die Behauptung fur Treppenfunktionen.

Sei nun f > 0. Es gibt eine Folge (fn)nen von Treppenfunktionen mit f, > 0 und
fn /' f. Da f, eine Treppenfunktion ist, gilt wie oben gezeigt

f fandn =J 1gfndu.
Q Q

Aus f, / f folgt fr,1g / f1g und mit dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt
fur die beiden Seiten

|imffndn = ffdn,
n—oo 0 0

Iimj 1gfndu J lgfdu
n=%xJq o)
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und somit insgesamt:

de’7=J 1gf du.
Q Q

Aufgabe 2 [26 Punkte] Losung
u (a) [3 Punkte]

Es qgilt

n+k

Sn = ZXU 5n+k—5n - Z Xi.

i=n+1

Die Summanden von S, und Sp+k — Sp sind also jeweils verschieden. Da diese un-
abhangig sind, folgt die Behauptung.

u (b) [8 Punkte]

E(Sn)=E (in) = iE(X[) =0
lzni—k - n+k
E(Sn+k—Sn) = E( > xl-) = > EX)=0

i=n+1 i=n+1

Wegen der Unabhangigkeit der X; gilt ferner

Var(S,) = Var (ZX) = Z Var(X))=n
=1

n+k n+k
var(Sp+k — Sn) = Var( >, x) > var(x) =k

i=n+1 i=n+1
u (c) [6 Punkte]
Es qgilt

E(Sh+klSn) = E(Sn+k—Sn+ SnlSn) = E(Sn+k — SnlSn) + E(5n|Sn)
= E(Sp+k—5Sn)+Sn=5p

Das dritte Gleichheitszeichen qilt, weil Sp+x — Sn, S, unabhangig sind und S, 0(55)-
messbar ist.
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Zu (d) [9 Punkte]
Wir beweisen zunachst den Hinweis.

Var(A + B|B) = E((A + B)?|B)— E (A + B|B)?
= E(A? + 2AB + B?|B) — (E(A|B) + E(B|B)))?
= E(A%|B) + 2BE(A|B) + E(B%|B) — (E(A) + B))?> (A, B unabhangig)
= E(A%) + 2BE(A) + B> — (E(A)? + 2E(A)B + B?)
= Var(A).

Daraus erhalt man mit A=S,,.k— S, und B=5,

Var(Sn+k|Sn) =Var(Sn+k —Sn + SnlSn) = Var(Sp+k — Sn) = k.

Aufgabe 3 [28 Punkte]
Zu (a) [4 Punkte]

Sei x > 0 und @ die Verteilungsfunktion von N(0, 1). Dann gilt wegen X = |Y| mit
Y ~N(0, 02)

PX<Xx)=P(—x <Y <x)=P(Y £x)—P(Y £—X)
X X X X X
=o(5)-+()=(;)-(-+()=2()
o o o o o
Fur x < 0 gilt wegen X > 0 offensichtlich P(X <x)=0
Zu (b) [4 Punkte]

Wir leiten die Verteilungsfunktion in (a) nach x ab. Sei ¢ die Dichte von N(O, 1). Es
folgt fUrx >0

00="20(3)= = - @)
J(x _o(p o —Wexp 207

und f(x) =0 far x < 0.

Zu (c) [12 Punkte] (8 E, 4 Var)

Es gilt mit den Bezeichnungen aus (b)

© © 2 x2
E(X) = J Xf(x)dx = J X exp (——) ax
0 0 V2mo? 20?2
2 f‘” ( X2 ) J
= xexp|———= | dx
v2mno? Jo 202

2 x2\1* 202 20
= —o%exp|—s— = = .
v2mo?2 202 )|y V2mo?2 V2m
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FUr die Varianz verwenden wir X =1Y|, Y ~ N(O, 1)
0% =Var(Y) = E(Y?)—E(Y)? = E(Y?) = E(X?).

Es folgt

2
Var(X) = E(X?) — E(X)? = 0% — 41 = g? (1_ E)
2T T

u (d) [8 Punkte]

Y
Wir betrachten erneut X = |Y| mit Y ~ N(0, 02). Die Standardisierung — von Y ist
o

2

X 2 11

standardnormalverteilt und somit gilt — = — | ~ x? = F‘(—, —). Mit den Eigen-
02 o L 22

schaften der Gamma-Verteilung (vgl. Formelsammlung) gilt

X2 11 5 X2 1 1
—~T = X2=02 = ~T|=, —|.
o2 22 02 2 202

Alternative Losung Uber die Verteilungsfunktion die Dichte von X? bestimmen.
Aufgabe 4 [22 Punkte]

Zu (a) [14 Punkte]

Die gemeinsame Dichte der unabhangigen Zufallsvariablen X;~ X, i=1, ..., n fuhrt
zu einer Likelihood L und ihrer Loglikelihood £:

n 2 X2
L(0?) exp (——’)
g v 2mo? 207

{(0%) = n In( 2 )
B V21 2
di(o?) n n
= —>5*5 X?

=1
2)( A2
aitet) iz 2_ __l.lix,z _
d(0?)?2 204 o® 1‘ 02 n&!
Fir die Nullstelle o2 der ersten Ableitung ergibt sich

dzl(oz) n
ZXZ und TRy == < 0
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und somit der ML-Schatzer

1 5
02 = —ZX{..

N3
Zu (b) [4 Punkte]

1 1
Nach Aufgabe 3 (d) gilt X2 ~ F(E ﬁ) i=1,...,n. Aus der Unabhangigkeit der X;

folgt die Unabhangigkeit der Xl? und somit mit den Eigenschaften der '-Verteilung
X2 ~T|=,=— | und — X2~F‘( )
Z ( 2) Z 2 202

Zu (c) [4 Punkte] (1 Erwartungswert, 1 Varianz, 2 Konsistenz)

Es qgilt

202
— n 2
- - 20
Var{o? |=—2—-="—
n \2 n

202

o

Damit ist der Schatzer 02 erwartungstreu. Wegen lim,_.o —— = 0 und der Erwar-
n

tungstreue ist er auch konsistent.

Aufgabe 5 [20 Punkte]
u (a) [6 Punkte]

Die Schatzwerte sind

5 250 _ 025

P1= 70000~

) 150

fr=——— =0,0015.
100000

Mit ug 975 = 1,96, n; = 10000 und n, = 100000 ergibt sich als Intervallschatzer
A . 1_ A . A . 1_ A .
I = ﬁ[—1,96 M,ﬁi+1,96 M , L=
\J n; \J n;

I =[0,02194, 0,02806]; I,=[0,001260,00174].

und somit
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Zu (b) [4 Punkte]

Die Intervalle sind disjunkt, also kann man die Hypothese p; = p, verwerfen, die
Wahrscheinlichkeiten sind nicht gleich. Man kann auch auf p; > p, schlieBen. Die
Wahrscheinlichkeit an M zu erkranken ist fir G; hdoher als bei G».

Zu (c) [4 Punkte]

Sei M bzw. C das Ereignis, dass eine Person am M bzw. C erkrankt. Es gilt mit dem
Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

P(M) = P(M|C)P(C) + P(M|C)P(C) = p16 + p2(1 — 0) = (p1 — p2)6 + p1
=0,02356+0,0015.

Zu (d) [6 Punkte]

Eine Imfpung ist sinnvoll, wenn die Wahrscheinlichkeit, mit Impfung an M zu erkran-
ken, kleiner ist als die Wahrscheinlichkeit in (c) also, wenn

7
0,02356+0,0015>0,005«<= 06> 7 ~ 0,149

gilt.
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