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Wir gehen stets von einem MaBraum (Q, A, u) bzw. einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) aus. Die Borel o-Algebra auf R” wird mit B" bezeichnet, das Lebesgue Mal
auf R" wird mit A" bezeichnet.

Sollten Ihnen in Teilaufgaben Ergebnisse fehlen, dann treffen Sie eine plausible An-
nahme dafur.

Aufgabe 1. [24 Punkte]

(a) [8 Punkte] Gegeben sei eine monoton fallende Folge (fn)nen VON messbaren
Funktionen f, : Q — [0, o) mit Grenzwert f := lim,_« fn. Ferner gebe es ein
no € N so, dass fp, integrierbar ist. Beweisen Sie: f ist integrierbar und es gilt

,;Lrgoj fndu=f fdu.
Q Q

(b) [16 Punkte] Sei f :[0,1] — [0, o) stetig und monoton, d.h. monoton fallend
oder monoton wachsend. Beweisen Sie

lim F(XMYAA(X) = £(0).

n—oo

[0,1]

Aufgabe 2. [24 Punkte]

Gegeben sei eine infizierte Person. Trifft sie eine andere gesunde Person, dann
steckt sie diese mit einer Wahrscheinlichkeit von p € (0,1) an. Sei N die Anzahl
der gesunden Personen, die sie an einem Tag trifft und I die Anzahl der von ihr
Infizierten.

Wir gehen davon aus, dass N Poisson-verteilt ist mit Parameter A > 0.
n
(a) [3 Punkte] Begriinden Sie P(I = k|N =n) = (k)pk(l —p)" K fur k € Np.

(b) [6 Punkte] Bestimmen Sie E(I|N) und Var(I|N).
(c) [6 Punkte] Bestimmen Sie E(I) und Var(I).

(d) [9 Punkte] Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion von I. Welche be-
kannte Verteilung ergibt sich?

Seite 2 von 11



DAV . .
A Zulassungspriifung Stochastik
DEUTSCHE am 15.Mai 2021

AKTUARVEREINIGUNG e.V.

Aufgabe 3. [24 Punkte]
In dieser Aufgabe kdnnen Sie, ohne Beweis, folgendes verwenden:

Definition und Satz Eine Zufallsvariable X : Q — (0, o) heilst lognormalverteilt
LN(u, 02), wenn In(X) ~ N(u, 02) gilt. Es gilt
o2
E(X)=eHl*7,
Var(Xx) = e2H+0° (ec’2 — 1).

-
Sei (X1,X2) ~ N3 (u, ) zweidimensional normalverteilt mit u = (leuz) € R? und
s _ ( 0?2 po10;

00102 02

) € RZ*2 mit 0; > 0,i=1,2 und p € [—1,1]. Sei (Y1,Y2) :=
2

(eX1, eX2).
(a) [2 Punkte] Beweisen Sie, dass Y; ~ LN(u;, 02), i=1, 2 gilt,
(b) [4 Punkte] Beweisen Sie, dass Y1Y2 ~ LN(u1 + >, Of + og + 2001,0>) qilt.

(c) [8 Punkte] Beweisen Sie:

2,2
Cov(Y1,Y2) = 12+ (ePoro2—1),

(d) [6 Punkte] Sei X;~N(0,1),i=1,2.

(i) [3 Punkte] Sei p(Y1, Y2) die Korrelation von Y1 und Y. Beweisen Sie:
ef—1
e—1"

p(Y1,Y2)=
(ii) [3 Punkte] Kann man p so wahlen, dass p(Y1, Y2) = —1 gilt? Begrinden Sie
lhre Antwort.

(e) [4 Punkte] Sind Y;, i=1, 2 fur p = 0 unabhangig?

Aufgabe 4. [16 Punkte]

Wir betrachten die Modellierung einer Krankheitsdauer T mit der Dichte

3p3t2e~ (B’ t>0
flt)=
0 sonst

mit g8 > 0.

(@) [14 Punkte] Bestimmen Sie einen Maximume-Likelihood Schatzer far g flr un-
abhangige und identisch verteilte T3, ..., T, mit Dichte (1).
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(b) [2 Punkte] Gegeben seien unabh'a'mgige Beobachtungen t1,...,ty der Krank-

heitsdauer, wobei n = 50, Z t; =86 Z t? = 166, Z t3 = 351. Bestimmen Sie
=1 i=1 =1
mittels (a) den Schatzwert fur B zu den gegebenen Beobachtungen.

Aufgabe 5. [32 Punkte]

Es wird die Anzahl der Tests auf Covid 19 und das Einkommen in unterschiedlichen
Landern untersucht. Dazu werden die logarithmierten Werte betrachtet:

e Z: die Anzahl der Tests pro 1000 Einwohner
= In(Z2): die logarithmierte Anzahl der Tests pro 1000 Einwohner
e w: das durchschnittliche Jahreseinkommen pro Person
e X :=In(w): das logarithmierte durchschnittliche Jahreseinkommen pro Person
FUr die Zufallsvariable Y wird fur festes x € [6, 12] das Modell
Y=a+bx+e¢ (2)
angenommen, wobei € ~ N(0, 02)-verteilt ist.

(a) [7 Punkte]

(i) [4 Punkte] Begrunden Sie, dass Z bei gegebenem x unter der Vorausset-
zung (2) lognormal verteilt ist, und geben Sie die Parameter an. Verwen-
den Sie dabei die Bezeichnungen von Aufgabe 3.

(ii) [3 Punkte] Beweisen Sie .
E(Z) = wbed* 7.

Im Folgenden werden Daten bestehend aus den x; und den Realisierungen y; der

Zufallsvariablen Y; = a+ bx;+ € mit a N(O 02),i=1,...,n untersucht. Es werden
die folgenden Kennzahlen berechnet:

b=1,05, G=—4,4, se(b) = 0,089, se(d) =0, 825,
In Abbildung 1 sind links die Daten und die Anpassungsgerade eingezeichnet.

(b) [8 Punkte] Beurteilen Sie anhand der Stichprobe folgende Fragestellung: hangt
die logarithmierte Anzahl der Tests vom logarithmierten Jahreseinkommen ab?
Formulieren Sie eine geeignete Nullhypothese und fUhren Sie den Hypothe-
sentest mit einem Signifikanzniveau von 5 % durch.

(c) [3 Punkte] Welche logarithmierte Anzahl an Tests pro Tausend Einwohner ist
nach diesem Modell zu erwarten fur ein Land mit einem durchschnittlichen
Einkommen von 300007
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(d) [12 Punkte] Gegeben sind die folgenden Schatzintervalle fur ein Land mit ei-

(e

~

nem durchschnittlichen Einkommen von 30000 (drei Nachkommastellen Ge-
nauigkeit):

[6,124, 6,724] (3)
[5,462, 7,386] (4)

Es handelt sich um ein Konfidenz- und ein Prognoseintervall zum Niveau von
95 % mit obigem Modell.

(i) [2 Punkte] Welches der angegebenen Intervalle ist das Prognoseintervall?
Begrunden Sie Ihre Antwort.

(ii) [7 Punkte] Bestimmen Sie das Konfidenzintervall zum Niveau von 90 %.

(iii) [3 Punkte] Bestimmen Sie die mit dem Modell geschatzte Wahrscheinlich-
keit P(Y < 7,386) wobei Y die logarithmierte Anzahl der Tests fur ein Land
mit einem durchschnittlichen Einkommen von 30000 ist.

[2 Punkte] In der Abbildung 1 sind rechts die nicht logarithmierten Daten und
die dazugehorige Anpassungsgerade dargestellt. Kommentieren Sie die ge-
troffene Wahl der Modellierung der logarithmierten Werte anstelle der nicht
logarithmierten Originaldaten.

Anzahl Tests pro Tausend vs Einkommen Anzahl Tests pro Tausend vs Einkommen
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Abbildung 1: Links: Logarithmiertes durchschnittliches Jahreseinkommen und lo-

garithmierte Anzahl Tests pro 1000 Einwohner. Rechts: Durchschnitt-
liches Jahreseinkommen und Anzahl Tests pro 1000 Einwohner
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Losungsvorschlage

Aufgabe 1 [24 Punkte]
Zu (a) [8 Punkte]

Wegen der Monotonie konvergiert die Funktionenfolge (fn)nen punktweise. Ferner
folgt wegen f, > 0 und der Monotonie fur alle n > ng

O an ano

wobei fp, integrierbar ist. Damit folgt mit dem Satz von der dominierten Konvergenz
die Integrierbarkeit von f und die Gleichung

,!L”;,f fndﬂ=f fdu.
Q Q

Zu (b) [16 Punkte]

Seign:[0,1] — R, gn(x) :=f(x"). Dannist fir x € [0, 1) die Folge (x"),eny monoton
fallend und konvergiert gegen 0, also

VneN: x"*1 < x" und

lim x" = 0.

n—oo

1. Fall: f ist monoton wachsend. Dann qilt f(x) < f(1) fur alle x € [0, 1], also sind
alle gn integrierbar. Aullerdem gilt gn(x) | f(0) = 0. Mit (a) folgt die Behauptung.

2. Fall: f ist monoton fallend. Dann gilt gn(x) 1 f(0) und laut Voraussetzung an f
auch g, > 0 fUr alle n € N. Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt die
Behauptung.

Aufgabe 2 [20 Punkte] L6sung
Zu (a) [3 Punkte]

P(I = k|N = n) ist die Wahrscheinlichkeit, dass k der n Personen angesteckt werden.
Interpretiert man ,, angesteckt werden” als Treffer, dann ist I bei gegebenem N =n
B(n, p)-verteilt.

Zu (b) [6 Punkte]
I gegeben N = n ist B(n, p)-verteilt (s. (a)) und somit

E(IIN=n) = np
Var(IIN=n) = np(1l—p).

Seite 7 von 11



DAV . .
A Zulassungspriifung Stochastik
DEUTSCHE am 15.Mai 2021

AKTUARVEREINIGUNG e.V.

Folglich
E(IIN) = Np
Var(IIN) = Np(1-—p).
Zu (c) [6 Punkte]

Mit dem Satz Uber die iterierten Erwartungswerte bzw. der Varianzzerlegung folgt

E(I) E(E(I|N)) = E(Np) = pE(N) = pA bzw.
Var(I) = E(Var(|N))+ Var(E(I|N)) =E(Np(1—p))+ Var(Np)
= p(1—pA+p?A=pA.

Alternativ kann man (d) vewenden: I ~ Poi(pA).
Zu (d) [9 Punkte]

Mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit folgt

PU=k) = > PI=kIN=m+Kk)P(N=m+k)
m=0
& (m+kY o Amtk
= , JPrA=peTt s
oy (m + k)!
& (m+k)! m
— pke A)‘kZT(l_p)mﬁ
=y k!m! (m+ k)!

(PN, $ (- PN

k! oy m!
k
k!
k
_(p) _oA
k!

I ist Poisson-verteilt mit Parameter pA.

Aufgabe 3 [24 Punkte]

Zu (a) [2 Punkte]

Wegen In(Y{) = Xi ~ N(u, 0[.2), (=1, 2 qilt die Behauptung.
Zu (b) [4 Punkte]

Es gilt In(Y1Y2) = X1 + X>. Da X = (X1, X2)T zweidimensional normalverteilt ist, ist
X1+ X3 als Linearkombination der Komponenten normalverteilt und wegen Var(Xy +
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X3) = Var(X1) + Var(X2) + 2Cov(X1, X3) = of + og + 2p0107 gilt X1 + X2 ~ N(u1 +
M2, af + o§ + 200105).

Zu (c) [8 Punkte]
Es qgilt
Cov(¥1, Y2) = E(Y1Y2) — E(Y1)E(Y>).
Mit (b) gilt
E(Y1Y,) = ek1+Ha+3(07+03+2p0102)

und wegen (a)

o2
E(Y;) = etit =
folgt

o2 o2
Cov(Y1,Y2)= e”1+“2+%(oi+°§+2p0102) — et F g2+ %

02+03
= eHitH2+—5 (ep0102 — 1) )

Zu (d) [6 Punkte]
(i) [3 Punkte] Aus (c) und der Definition der Korrelation ergibt sich
Cov(Yy, Y2)=e%1(eP—1)
Var(Y)) =e?%*1(el—1)
el(er—1) ef—1
Jel(el—1)2 el-1

i) [3 Punkte] p(Y1, Y>2) ist monoton steigend in p nimmt also den kleinsten Wert flr
=—1 an, also

p(Y1,Y2) =

(i
o)
-1

e 1
P Y2) 2 ———=——>-1

Somit gilt p(Y1,Y2)>—1furallepe[—1,1].
Zu (e) [4 Punkte]

X1, X2 sind, wenn p = 0 gilt, unabhangig, da (X1, X2)T zweidimensional normalver-
teilt ist. Somit sind auch Y7 und Y2 unabhangig, da es sich um stetige Transforma-
tionen unabhangiger Zufallsvariablen handelt.

Aufgabe 4 [16 Punkte]
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Zu (a) [14 Punkte]

Die gemeinsame Dichte der unabhangigen Zufallsvariablen T;~ T, i=1,...,n fuhrt
zu einer Likelihood L und ihrer Loglikelihood £:

n 3,3 -3 i t? 2

L(B) = [[3p%t2e Pt =36%e = S [ ]2

i=1

i
i=1

1B) = In3")+3ning—p>> t3+2> In(t)
i=1 =1

rE) = 328+
= B

., .5 3n
1"(B) = —6B Y.t _F<O
i=1
Es ergibt sich fir 8 = _| - - das Maximum von £ und somit der ML-Schatzer /n
Z ti iT.3
i=1 p i

1]
-

far B.

BA - { —_ 0 52
351 ’ .

Aufgabe 5 [32 Punkte]
Zu (a) [7 Punkte]

(i) [4 Punkte] Es gilt In(Z2) =Y @ a+ bx+ €. Wegen e~N(0,02) giltY=a+bx+e~

N(a + bx, 02) und damit Z ~ LN(a + bx, 02).
(ii) [3 Punkte] Nach Aufgabe 3 qilt

02 02 02 02
E(Z2) = eatbx+5 — ga+bIn(W)+5 — ga+5 gbIn(w) — ybgat+5

Zu (b) [8 Punkte] Die Nullhypothese lautet
Ho :b=0.
Die Testgrofe ist

b 1,05
se(b) 0,089

11, 8.
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Hier gilt n = 18, da 18 Punkte in den Abbildungen zu sehen sind. Die Testgroflie sind
t16 verteilt. Die Hypothese wird verworfen, wenn der Betrag der TestgrofBe groRer
als t16:0.975 = 2, 120 ist. Damit wird b = 0 verworfen. Es kann angenommen werden,
dass die logarithmierte Anzahl der Tests pro 1000 Einwohner vom logarithmierten
BIP pro Person abhangt.

Zu (c) [3 Punkte]
Es ergibt sich wegen E(Y) = a + bx mit den Schatzwerten von (b)

E(Y) = a+ bIn(30000) = 6, 424.

Zu (d) [12 Punkte]

(i) [2 Punkte] Bei (3) bzw. (4) handelt es sich um das Konfidenz- bzw. Prognoseinter-
vall. Das Prognoseintervall ist langer.

(ii) [7 Punkte]

Es handelt sich um symmetrische Intervalle um den geschatzten Erwartungswert
6,424 der Form

[6,424—6, 6,424 + 5]. (5)

Es gilt mit x =1In(30000)
0,3 =06 =t16:09755€(a+ EX) =2,120se(a + BX)

Auflésen ergibt se(a + bx) = 2,01'%. FUr das Niveau 90 % gilt in (5)

7

5 =t1g00955€(d+ bx)=1,746se(d+ bx)=1,746-
16:0,955€( ) ( ) > 120

=1,746-0,142 ~ 0, 247
und somit
[6,177,6,671].

(iii) [3 Punkte] Das Prognoseintervall (4) ist ein um den Erwartungswert symmetri-
sches Intervall in dem Realisierungen von Y mit einer Wahrscheinlichkeit von 95 %
enthalten sind, also

P(Y >7,386)=0,025=P(Y <5,462).

Damit folgt
P(Y<7,386)=1—P(Y>7,386)=0,975.

Zu (e) [2 Punkte]

Die Varianz scheint mit dem BIP pro Person zuzunehmen, also ware die Vorausset-
zung der identisch verteilten Fehler verletzt.
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