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Hinweise:
e Alle Hilfsmittel sind zugelassen (open book).

e Die Gesamtpunktzahl betragt 120 Punkte. Die Klausur ist bestanden, wenn
mindestens 60 Punkte erreicht werden.

e Bitte prufen Sie die Ihnen vorliegende Prufungsklausur auf Vollstandigkeit. Die
Klausur besteht aus 11 Seiten.

e Alle Antworten sind zu begrunden, und bei Rechenaufgaben muss der Loésungs-
weg ersichtlich sein.
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Wir gehen stets von einem MaBraum (Q, A, u) bzw. einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) aus. Die Borel o-Algebra auf R” wird mit B" bezeichnet, das Lebesgue Mal
auf R" wird mit A" bezeichnet.

Sollten Ihnen in Teilaufgaben Ergebnisse fehlen, dann treffen Sie eine plausible An-
nahme dafur.

Aufgabe 1. [24 Punkte]

Seien fx : Q— R, n € N messbar, flr alle w € Q konvergiere Y. |fx(w)] .
k=1

Beweisen Sie:

0] [o0]
(a) [4 Punkte] Die Funktionen > fi und > |f«| sind messbar.
k=1 k=1

(b) [10 Punkte] Es gilt

JZLfHdIJ:ZJ [fl di.
Qk=1 k=17Q

(c) [10 Punkte] Es sei zusatzlich Y, [, Ifcldu < oo. Dann ist die Funktion »; fi
k=1 k=1
integrierbar und es gilt

J kadu= ZJ frdu.
Q k=1JQ

k=1

Aufgabe 2. [20 Punkte]

Seien X, Y Zufallsvariablen, Y ~ I'(2,A\) mit A > 0. Die Zufallsvariable X sei bei
gegebenem Y =y gleichverteilt U[ O, y].

(a) [8 Punkte] Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Varianz von X.

(b) [8 Punkte] Zeigen Sie, dass fur die gemeinsame Dichte f von X, Y gilt:

A2e N1y o)(y) fallsx,y>0
(x,y)= ’
fxy {o

sonst.

(c) [4 Punkte] Bestimmen Sie die Dichte von X. Welche Verteilung besitzt X?
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Aufgabe 3. [28 Punkte]

Das Ergebnis T eines IQ-Tests (Intelligenzquotient) ist N(100, 152) verteilt. Um Mit-
glied bei Mensa zu werden, muss man einen IQ von mindestens 130 nachweisen.

(a) [2 Punkte] Bestimmen Sie P(T > 130).

(b) [10 Punkte] Sei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung. Wei-
sen Sie nach, dass furt > 130

® (t—11500) —3(2)
1—9(2)

P(T <t|T >130) =

gilt, und bestimmen Sie daraus die Dichte und den Erwartungswert der Vertei-
lung des IQ von potentiellen und tatsachlichen Mensa-Mitgliedern.

Hinweis: Sie kénnen verwenden, dass fur die Dichte ¢ von N(O, 1)

J to(t)dt =—o(t)+ C

gilt.

(c) [16 Punkte] SeienT1,...,Th id N(100, 152) Ergebnisse von n 1Q-Tests und T:=

1 n
-, T.
n i§1 l
(i) Bestimmen Sie Erwartungswert und Varianz von T.

(ii) Bestimmen Sie 6§ > 0 so, dass P(T €I) = 0, 9 fiir das symmetrische Intervall
I=[100—6,100+ 6] qilt.

(iii) Bestimmen Sie das kleinste n € N so, dass in (ii) § < 1 gilt.

Aufgabe 4. [24 Punkte] Seien

Yi=pxi+¢&,i=1,...,n
mit &; id N(0, 02), p € R. Es werden (y1, X1), ..., (Xn, ¥n) beobachtet, x; € R fest, und
yi eine Realisierung von Y;.

(a) [16 Punkte] Bestimmen Sie einen Maximum Likelihood Schatzer p fir p. Ist er
erwartungstreu?

R 1LY R
(b) [4 Punkte] Sei p := —Z—l. Ist p ein erwartungstreuer Schéatzer fiir p?
n < x;
=1t

(c) [4 Punkte] Folgende Realisationen und Kennzahlen sind gegeben:
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{ 1 2 3 4 5 Summe
Yi 2992 3497 4534 5699 7330 24052
X; | 510551 538701 572967 581037 733990 | 2937246

%] 059% 065% 0,79% 0,98% 1% | 4,01%
n n
> xiyi=1,4701-10%%, ¥ x?=1,755498-10"2

Welche Schatzwerte ergeben sich mit den Schatzern aus (a) und (b)?

Aufgabe 5. [24 Punkte] Es wird die Anzahl der positiven Testergebnisse Y und die
Anzahl der durchgefihrten Tests x untersucht. Fur die Zufallsvariable Y wird far
festes x € [5-10°, 1,5-10%] das Modell

Y=a+bx+c¢ (1)
angenommen, wobei € ~ N(0, 02)-verteilt ist.

Die zur Untersuchung vorliegenden Daten bestehen aus den Anzahlen x; und den

Realisierungen y; der Zufallsvariablen Y; = a + bx; + & mit g; d N(0,02),i=1,...,n.

Die GroBe der Stichprobe sei n = 11. Es werden die folgenden Kennzahlen berech-
net:

b=1,001-10"2, 4=-1,123-103, se(b)=1,884-10"3, se(d)=1,648-103,
In Abbildung 1 sind die Daten und die Anpassungsgerade eingezeichnet.

(a) [8 Punkte] Fuhren Sie die beiden Hypothesentests zu a =0 und b =0 zu einem
Niveau von 5 % durch. Interpretieren Sie die Ergebnisse.

(b) [3 Punkte] Geben Sie ein 95 % Konfidenzintervall fur b an.

(c) [7 Punkte] Gegeben ist das symmetrische 95% Prognoseintervall [5232, 12542]
fur die Anzahl der positiven Tests.

(i) Bestimmen Sie xo die Anzahl der Tests, zu dem dieses Prognoseintervall
bestimmt wurde.

(i) Erlautern Sie die Bedeutung dieses Prognoseintervalls.

(d) [6 Punkte] Kommentieren Sie die Behauptungen:

(i) Die erwartete Anzahl der positiven Tests steigt mit der Anzahl der durch-
gefuhrten Tests.

(ii) Die Anzahl der positiven Tests steigt mit der Anzahl der durchgefihrten
Tests.
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positive Testergebnisse in Abhangigkeit der durchgefiihrten Tests

positive

—

4000 6000 8000 10000

500000 600000 700000 800000 900000 1000000 1100000

Tests

Abbildung 1: Anzahl der durchgefuhrten Test (auf der x-Achse) und positiven Tests
(auf der y-Achse)
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Losungsvorschlage

Aufgabe 1 [24 Punkte]
Zu (a)

n n

Fir n € N sei g, := >, fk und h, := > |fk|. Als Summe messbarer Funktionen sind
k=1 k=1

gn, h, messbar. Somit sind auch g und h als punktweiser Grenzwerte messbarer

Funktionen messbar.

Zu (b)

Sei h, wie in (a). Offensichtlich gilt 0 < h, T h := > |fk| punktweise. Damit kann
k=1
man den Satz von der monotonen Konvergenz anwenden, es folgt

J hdu = nmf hpdu = ||mf Z[fkldu— lim ZJ Lfkldu=2f If| du.
Q k=1JQ

Zu (c)

Die Funktion h aus (b) ist wegen (b) und nach Voraussetzung integrierbar. Fir n e N
gilt mit den Bezeichnugen aus (a)

lgnl < h e LY(Q).

Damit folgt mit dem Satz von der dominierten Konvergenz, dass g integrierbar ist
und
n oo
J gdu = Iingof gndu = |irQ°ZJ fedu = ZJ frdp.
Q "% Ja TPiaJa k=140

Aufgabe 2 [20 Punkte] L6sung
Zu (a)

Esqilt E(X|]Y =y) = % und Var(X|Y =y) = % und somit
2

Y
EXIY)==, Var(X|Y)=—.
Xy =3 Xy =15

Mit dem Satz vom iterierten Erwartungswert gilt

Yy 1 12 1
Y Y2
Var(X) = Var(E(X|Y))+ E(Var(X|Y)) = Var(E) + E(E)
= 1Var(Y) P (Var(Y) + E(¥)?) = 12,1 (i + i) 1
4 12 422 12\X2  A2) )2
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Zu (b)
Es qgilt fur die bedingte Dichte von X gebeben Y

1
=1i0,1(x) fallsy >0,x€[0,y]
xly)=1"7
fxly {0

sonst.
Fur x, y > 0 qilt ferner

110,y1(%) = 11x,00)(¥)-

Die Dichte von Y ist fy(y) = A2ye Y 1[0,00)(y). Somit ergibt sich fir die gemeinsame
Dichte furx,y >0

1
fx,y) =Ff(xIy)fr(y) = ;1[x,oo)()/))\2 ye™V =1y m)(y)A 2™V,

Ist x < 0 oder y < 0 dann ist f offensichtlich O.
Zu (c)

Die Dichte fx von X ergibt sich durch Integration von f nach y. Fur x < 0 ergibt sich
0. Fur x > 0 folgt mit (b)

(o]

fx(x) = f Lix,0)(Y)A2e™ dy = f A2e N dy = xe™,
0 X

Somit ist X ~ Exp(A)-verteilt (passt auch zum Ergebnis in (a)).

Aufgabe 3 [28 Punkte]
Zu (a)
Es qgilt

130—-100

P(T >130)=1—P(T < 130)=1—<1>( '

):1—<I>(2)=1—0,9772

=0,0228.

Zu (b)

Sei t > 130. Nach der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit gilt

P(130<T<t) P(t)—P(130) ¢(F2°%)—¢(ZH2)
P(T >130)  P(T >130) 1—3(2)
¢(t—100)_¢(2)

P(T <t|T >130) =

15
1-9(2)
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Die Dichte erhalt man, indem man nach t differenziert

1 t—100 t—100
¢( 15 ) _ ¢( 15 )
1-9(2) 15(1—9(2))

wobei ¢ die Dichte von N(0, 1) ist. Den Ewartungswert erhalt man mittels Integrati-
on

d
(T <tT >130) =

! ” t—100 - t—100
E(TIT>130)= —————= t(p( ) dat (Substitution T = =5=)
15(1—9(2)) J130 15
—_ (100+ 157)¢ (1) dT.
(1 <I>(2))f
Wegen
f e(1)dTt=1—-9(2)
2
Jm (1) dT=—0(1)| =p(2)= e
Te(T)dT=—0(T)| = =—¢
2 Y Y 2 ¢ V2
folgt
E(T|T > 130) =100 o ~2=135,52
> = + e = ,52.
[1-9(2)]V2m
Zu (c)

(i) Es gilt wegen der Linearitat des Erwartungswerts und der identischen Verteilung
der T;

1Y 18
E(T)== > E(T) == > 100 =100.
Nz Nz

Ferner gilt
152

var(T) = n—lzwzr (i Ti) =— ZVar(Tl) =— Z 152 =
=1

Das zweite Gleichheitszeichen gilt wegen der Unabhanglgkelt der T;, das dritte we-
gen deren identischer Verteilung.

_ 152
(i) Es gilt T~ N[ 100, —
n

P(T €[100—6,100 + 6])

100 +6) —(:/(_T <100-4)
)
J-0-+(55))

P(T
5

(5
(55 )-
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Lost man
— 64/n
P(T €[100—6,100+6])=0,9als0 2¢| —— |-1=0,9

nach 6 auf dann gilt

51/5 5 15LI0,95 24,6
Upgs = — <> § = =
095~ 15 Jn Jn
(iii) Mit (ii) gilt
15u
§<1e ‘/%95 <len> 152u(2)l95 =605, 16.

Somit ergibt sich n = 606.
Aufgabe 4 [24 Punkte]
Zu (a)

Es qilt Y; ~ N(px;, 02). Die Likelihood-Funktion (gemeinsame Dichte der Yq,...,Yn)
ist gegeben durch

n

; 1
L(p)=] [@m)~2 exp (—ﬁ(yz - pxi)z)

i=1

Mit Hilfe der Loglikelihood folgt weiter

In(2 1 2
1) = (L) =~ LSy pxy?
=1

2 2025

T 1oy == > xtyi—pxd)
—I(p) = —= > xi(yi— pxi
dp p o2 £ iYi— PXi

2 n

d 1
— 2
Tf(p) = —; in < 0.

Nullsetzen der ersten Ableitung und Auflésen ergibt

n n
A 2
Styi= 830

A lel XiYi
TR
Somit ist
L D XiYi
IS
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der ML-Schatzer und wegen
i oy XiE(YD) B i XiPXi B
= =
2im1 Xi izt Xi

erwartungstreu.
Zu (b)

Auch 5 ist erwartungstreu, denn

(2) 1 L E(Y) 1 px;
ni= Xi - n i=1 Xi
Zu (c)
Es ergeben sich
. 4,01%
p= =0, 80%,
A 1,4701-1010
p= =0, 84%.
1,755498-1012
Aufgabe 5/24 Punkte]
Zu (a)
Die TestgrofRen sind
a —1123 b 10,01
= =—0, 68, — = =5,31.
se(4d) 1648 se(b) 1,84

Die Testgrolien sind tg verteilt. Die Hypothese wird verworfen, wenn der Betrag der
TestgroBe groBer als tg.0.975 = 2,261 ist. Damit wird a = 0 nicht verworfen, b =0
wird verworfen. Damit kann angenommen werden, dass die Anzahl der positiven
Tests von der Anzahl der durchgefuhrten Tests abhangt. Der Intercept a kann als 0
angenommen werden.

Zu (b) Es ergibt sich

[6— th_2.0,0755€(b), b+ th_2.0,9755e(b)] =[0, 0058, 0,0143]

Zu (c)

(i) Das Prognoseintervall ist symmetrisch, die Intervallmitte a + 5xo ergibt sich aus

1 n
5(5232 +12542)=8887 =a+ bxo=—1123+0,01001xp.
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Lést man nach xg auf, ergibt sich xg = 106°.

(ii) FOr eine Anzahl von 10° durchgefiihrten Tests wird die Anzahl der posititiven
Tests in 95 % der Falle zwischen 5232 und 12542 liegen.

Zu (d)

(i) Diese Behauptung ist richtig, da die erwartete Anzahl positiver Tests gegeben ist
durch

a+ bx.

Mit b > 0 ist diese GroRe monoton wachsend in x.

(ii) Diese Behauptung ist unklar fomuliert. Ist der Erwartunswert gemeint, dann
kann man zustimmen (vergleiche (i)). Sind die Realisationen gemeint, so unterlie-
gen diese einer gewissen Schwankung, die in der Behauptung nicht angeprochen
wird.
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