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Hinweise:
e Als Hilfsmittel ist ein Taschenrechner zugelassen.

e Die Gesamtpunktzahl betragt 120 Punkte. Die Klausur ist bestanden, wenn
mindestens 60 Punkte erreicht werden.

¢ Bitte prufen Sie die Ihnen vorliegende Prufungsklausur auf Vollstandigkeit. Die
Klausur besteht aus 5 Seiten.

e Alle Antworten sind zu begrinden und bei Rechenaufgaben muss der Loésungs-
weg ersichtlich sein.
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Wir gehen stets von einem MaBraum (Q, A, u) bzw. einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) aus. Die Borel o-Algebra auf R” wird mit B" bezeichnet, das Lebesgue Mal
auf B wird mit A" bezeichnet.

Sollten Ihnen in Teilaufgaben Ergebnisse fehlen, dann treffen Sie eine plausible An-
nahme dafur.

Aufgabe 1. [24 Punkte]

Fir w € Q bezeichne 6, das Dirac-Mals mit

1 fallsweA
0 sonst

Seite(0,1) und wi, wy € Q Mit wi # w> und sei u das Mall mit
U(A) == tbw, (A)+ (1 —t)du,,(A)

(a) [15 Punkte] Beweisen Sie, dass fur alle messbaren Funktionen g : Q — [0, o)
f gdu=tg(wi)+ (1 -1t)g(wz)

gilt.

(b) [9 Punkte] Besitzt u im Fall (Q, A) = (R, B) eine Lebesgue-Dichte? Begrunden
Sie lhre Antwort.

Aufgabe 2. [24 Punkte]

Gegeben seien die Zufallsvariablen N : Q — Np und © : Q — (0, o). Es gelte
O ~T(a,B) mita, B> 0 und fur 9 € (0, ©) gelte N ~ Poi(9), d.h. unter © = 9 besitzt
N die bedingte Zahldichte f(.]|©0=9) : Ng — [0, 1] mit

Kk

N
f(k|9) :=e SH'

(a) [3 Punkte] Bestimmen Sie E(N|©) und Var(N|©).
(b) [5 Punkte] Bestimmen Sie E(N) und Var(N).

(c) [13 Punkte] Beweisen Sie, dass O unter N = k mit k € Ng die Gamma-Verteilung
MNa+k, 1+B) besitzt. Bestimmen Sie hierzu die bedingte Dichte f(. |N = k) von
O unter N = k. Sie kdbnnen ohne Beweis verwenden, dass

Mo+ k) B

k'T'(a) (14 B)otk

gilt, wobei I' die Gamma-Funktion (0, c0) — (0, o0) bezeichnet.

P(N = k) =

(d) [3 Punkte] Bestimmen Sie E(O|N).
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Aufgabe 3. [24 Punkte]

Die Dauer der Arbeitsunfahigkeit in Jahren wird durch eine Zufallsvariable T mit der
Dichtefunktion f mit

2yte " t>0
f(t) = (1)

0 sonst
mit ¥ > 0 modelliert.

(a) [5 Punkte] Beweisen Sie, dass die Funktion F: R — [0, 1] mit

0 t<O

F(t) :=
© 1-e " t>0

die Verteilungsfunktion von T ist.

(b) [6 Punkte] Weisen Sie nach, dass

E(T) = % (2)

gilt.
Hinweis: Es gilt

Jwe"‘z dx = ﬁ
0 2

(c) [13 Punkte] Beweisen Sie, dass T? die Exponentialverteilung Exp(y) besitzt,
und bestimmen Sie die Varianz von T.

Aufgabe 4.[24 Punkte]

(@) [7 Punkte] Sei X ~ I'(a, B)-verteilt mit a > 1 und B > 0. Beweisen Sie:

1
E(2) =L
(X) a-1
Hinweis: Fur die Gammafunktion I": (0, c0) — (0, c0) qilt
f Xa_ze_ﬁx dx —_ M
0 Bor—l

und N (x + 1) = xI'(x).

(b) [10 Punkte] Bestimmen Sie einen Maximume-Likelihood Schatzer fur 7y fur un-
abhangige und identisch verteilte T1,..., T, mit der Dichte (1) aus Aufgabe
3.
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(c) [7 Punkte] Seien T4, ..., T, mit n > 2 unabhangig und identisch verteilt mit der
Dichte (1) aus Aufgabe 3. Dann ist
) n
Y=o =
i T

ein Schatzer fur . Bestimmen Sie mit (a) und T2 ~ Exp(y) (vgl. Aufgabe 3
(c)) den Erwartungswert von ¥ und bestimmen Sie gegebenenfalls eine erwar-
tungstreue Modifikation v von 7.

Aufgabe 5 [24 Punkte] Es soll die KdrpergroRe Y des Sohns in Abhangigkeit von
der KorpergroBe x seines Vaters untersucht werden. Die Einheit sei jeweils cm. Fur
die Zufallsvariable Y wird fur x € [140, 200] das Modell

Y=a+bx+e¢ (3)

mit € ~ N(0, 02) angenommen. Die zur Untersuchung vorliegenden Daten bestehen
aus den KorpergroBen x; und den Realisierungen y; der Zufallsvariablen

Yi=a+bx;+¢€
mit €; id N(0,02) und i = 1,...,42. Es werden die folgenden Kennzahlen (es han-
delt sich um die kleinsten Quadrate-Schatzer und deren geschatzte Standardabwei-

chungen) berechnet:

bh=0,59, 4=72,1, se(h)=0, 13, se(d) = 22, 6.

In der folgenden Abbildung sind die Daten, die Anpassungsgerade und die Identi-
tatsgerade y = x eingezeichnet.
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(a) [6 Punkte] Es soll das Modell
Y=86,9+0,5x+¢ (4)

mit den obigen Daten Uberpraft werden. Fuhren Sie die beiden Hypothesen-
tests zu a =86, 9 bzw. b =0, 5 zum Niveau von 5% durch.

(b) [18 Punkte] Im Folgenden gehen wir vom Modell (4) mit 0 =6, 2 aus.

(i) [6 Punkte] Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass der Sohn eines
Vaters mit KdrpergrofRe x = 195 bzw. x = 145 grolSer als sein Vater wird.

(ii) [6 Punkte] Kommentieren Sie die Behauptung: Die mittlere KérpergroRe
des Sohns steigt mit der Kdrpergolie des Vaters an.

(iii) [6 Punkte] Kommentieren Sie die Behauptung: Séhne sind im Mittel gréRer
als ihre Vater.
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Losungsvorschlage

Aufgabe 1 [24 Punkte]

Zu (a) [15 Punkte]

n
Sei zunachst g eine Treppenfunktion, also g = ZailAi, a;eR, A; € A. Dann gilt
i=1

f gdu = me Lo di =" aip(A) = Y ot (t60, (A) + (1 = )6, (A)
i=1 i=1 i=1
= ) Qb0 (A)+ (1 1)) b, (A)
i=1 i=1
= fZ aila(wi)+(1— f)ZO{ilA,-(wz) = tg(w1) + (1 — t)g(w2).
=1 =1

L L

Die vorletzte Gleichung gilt wegen 6,(A) = 1a(w).

Sei nun g > 0 messbar. Dann gibt es eine monoton steigende Folge von Treppen-
funktionen g, = 0 mit limp—« gn = g. Da g, Treppenfunktionen sind, gilt

J gndu =tgn(wi) + (1 - t)gn(w2).
Nach Voraussetzung gilt fur die rechte Seite

lim (tgn(w1) + (1 = t)gn(w2)) = tg(w1) + (1 — t)g(w2)

Laut Satz von der monotonen Konvergenz gilt fur die linke Seite

,!Lngofgndu =f9du,
also die Behauptung.
Zu (b) [9 Punkte]

O. b. d. A. sei w1 < wy. Fur r e R qilt

0 r<w;
H((=00,r]) = tlcoo,rj(W1)+ (1 =)1(—orj(W2) =1t relw,w?)
1 sonst
wegen
lcon(wi) = 1= wie(-o,rle=rzuw:
lcoorj(w2) = 1= wre(—o,r]<r>w,.
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Wirde u eine Lebesgue-Dichte besitzen, dann ware die Funktion r — u((—o0, r])
stetig, was aber nicht der Fall ist. Also besitzt u keine Lebesgue-Dichte.

Aufgabe 2. [je 6 Punkte]
Zu (a) [3 Punkte]
Da N gegeben © = 3 Poi(3)-verteilt ist, folgt
E(N|® =98)=39 und Var(N|®@=3)=3.
Ersetzt man 9 durch O folgt
E(N|®) = © und Var(N|©) = ©.
Zu (b) [5 Punkte]

Mit dem Satz von der iterierten Erwartung und (a) gilt:

E(N)=E(E(N|®)) =E(®) = %
Var(N) = Var(E(N|®)) + E(Var(N|©))
var@)+£@) = & 4 & - 2 +A)
=\Var -y
B> B 32

Zu (c) [13 Punkte]

Sei fo die Dichte von ©. Es gilt fur 9 > 0, k € Np

f(k[9)fe(3)
F(IN =k) = PIN=K)
eI BT e LB
k' (o) Mo + k)B2
— e~ 99k. 9a-1o-B9, (1 + )k
Mo+ k)

B (1 +'3)a+k
T r(a+k)

e—(1+B)9 ga+k-1.

Zu (d) [3 Punkte]

Aufgrund der Verteilungseigenschaft in (c) gilt

a+k a+N
E(GIN =k) = , also E(O|N) = ——.
g+1 B

+1
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Aufgabe 3 [24 Punkte]
Zu (a) [5 Punkte]

Die Funktion F ist auf R\ O differenzierbar mit

0 t<O0

F/(t) =
® 2yte " t>0

d.h. es gilt F’ = f fast Uberall auf R.
Zu (b) [6 Punkte]

Da T > 0 fast sicher folgt

oo o] 5 1 (o] 5 ﬁ
E(T)=f 1—F(t)dt=J et dt=—J e Udr=——.
0 0 VY Jo 2/Y

Das dritte Gleichheitszeichen gilt aufgrund der Substitution T = /¥t, das letzte
wegen des Hinweises.

Zu (c) [13 Punkte]
Sei t > 0. Dann gilt
P(T2<t)=P(T<VE)=1-e"VD’ =1,

Dies ist die Verteilungsfunktion der Exp(7y)-Verteilung.

1
Der Erwartungswert der Exp(y)-Verteilung ist —. Somit folgt
Y

1
E(T?)=—
Y
1 T 4—1
Var(T)=E(T?) -E(T)’=— - — = .
Y 4y 4y
Aufgabe 4 [24 Punkte]
Zu (a) [7 Punkte]
Mit der Dichte von I'(a, B) gilt
1 ®1 B«
El—- =f 1P x9le=PXdx
X o xT(a)
ch 00 a—-2 o—Bx
= x%"“e P dx
r(a) Jo
B* M(a—1) Br(a—1) B

T Ma) gl (@-Dra-1) a-1'
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Zu (b) [10 Punkte]

Seien ti,..., ty Realisierungen der T, ..., T,. Damit ergibt sich die Likelihood L aus
dem Produkt der Dichten:

n n

L(y) =2"y"] Jtiexp (—72 tf)
i=1 i=1

n n

1(y):=InL(y)=nin2+niny+> Inti—y Y t

i=1 =1

d n
—I()=—-)> t?
v (v) Y E ,

2 n
—1 =——x<0.
02 () 72

Man erhalt den ML-Schatzer vy in dem man die erste Ableitung von £ Null setzt, nach
¥ auflést und die Realisierungen t; durch die Zufalsvariablen T; ersetzt:

. n
Y=o =
2 Ti
Zu (c) [7 Punkte]
Da die Zufallsvariablen T;, i = 1, ..., n unabhangig sind, sind auch Tl.z, i=1,...,n

unabhangig. Wegen Tl.2 ~ Exp(y) =T(1, y) folgt wegen der Unbhangigkeit der T[.2

M=

TZ ~T(n,7).
=1

Mit (a) erhalten wir daraus

’y = _— =N _— =n- .
Z?:l T? 27=1 T? n-—1

Somit ist ¥ nicht erwartungstreu. Sei

Dies ist wegen

n—1 n

R n-—1
Elv)=——E([) =
(¥)=——£&m
ein erwartungstreuer Schatzer.

Aufgabe 5/24 Punkte]

Zu (a) [6 Punkte]
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Die Nullhypothese zum Parameter b lautet:
Ho b= O, 5.

b-0,5 0,59-0,5

se(b) B 0,13
verteilt. Wegen t40.0,975 = 2,021 > |t| wird Hp : b =0, 5 nicht verworfen.

Die TestgroBe ist t =

= 0,69. Unter Hg ist t ~ th_> = tao

In analoger Weise schliel3t man fur den Parameter a:

Ho:a=86,9.

) . G-86,9 72,1-86,9 _
Die TestgrofSe ist t = — = = —0,65. Unter Hg ist t ~ th_> = tso
se(q) 22,6
verteilt. Wegen t40.0,975 = 2,021 > |t| wird Hp : a = 86, 9 nicht verworfen.

Zu (b) [18 Punkte]

(i) [6 Punkte] Zu bestimmen ist fur festes x € {145,195} und Y =86,9+0,5x+¢

P(Y>X)=1-P(Y<X)=1-P(86,9+0,5x +£<x)=1-P( <0,5x —86,9) =

0,5x—-86,9
- —7"
6,2

wobei ¢ die Verteilungsfunktion von N(O, 1) ist. Setzt man die Werte von x ein
ergibt sich

P(Y>x)=1-®(-2,32)=%(2,32)=0,9898 (x =145)
P(Y>x)=1-&(1,71)=1-0,9564=0,0436. (x =195)
(ii) [6 Punkte] Die Behauptung ist richtig, denn fur den Erwartungswert von Y =
86,9+ 0, 5x + € qgilt
E(Y)=286,9+0, 5x,
er steigt also monoton in x.
(iii) [6 Punkte] Die Behauptung stimmt nur far ,kleine Vater”, denn

E(Y)>2x<=86,94+0,5x>x<=x<173,8.
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