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Hinweise:

e Als Hilfsmittel sind ein Taschenrechner, eine mathematische Formelsammlung
sowie entsprechende Literatur zugelassen.

e Die Gesamtpunktzahl betragt 120 Punkte. Die Klausur ist bestanden, wenn
mindestens 60 Punkte erreicht werden.

e Bitte prufen Sie die Ihnen vorliegende Prufungsklausur auf Vollstandigkeit. Die
Klausur besteht aus 11 Seiten.

¢ Alle Antworten sind zu begriinden und bei Rechenaufgaben muss der
Losungsweg ersichtlich sein.
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Aufgabe 1. [17 Punkte] Es sei die lineare Abbildung F : R3 — R3 gegeben durch

X X X—y
y|—=Fly|:=|x+y—2z
z z X—2Zz

(a) [8 Punkte] Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix A € M3(R) von F und den Rang
von A.

(b) [9 Punkte] Geben Sie eine Basis K von Kern (F) und eine Basis B von Bild (F)
an.
Prifen Sie, ob K U B eine Basis des R3 ist.

Losung:

(a) Die Spalten der Abbildungsmatrix A von F bestehen genau aus den Bildern der
Einheitsvektoren im R3 unter F:

1 -1 0
A= (F(e1) F(e2) F(e3))=|1 1 =2
1 0 -1

Mittels geeigneter elementarer Zeilenumformungen lasst sich A auf Zeilenstu-
fenform bringen:

1 -1 O
o 1 -1
0O 0 O

Da elementare Zeilenumformungen den Rang einer Matrix nicht andern, ist
der Rang von A zwei (= Anzahl der Nichtnullzeilen der Zeilenstufenform).

(b) Wegen Rang (A) = 2 = dimBild(F) gilt nach Dimensionsformel
dimKern (T) = 3—dimBild (F) = 1.
Die normierte Zeilenstufenform von A lautet:

1 0 -1
01 -1
0 0 O

Die letzte Spalte liefert damit eine Basis fur Kern (F), genauer:

1
Kern (F) =span 1 ,
1
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d.h. also
1

K= 1
1

Da der erste und zweite Spaltenvektor von A linear unabhangig sind, in Bild (F)
liegen und dim Bild (F) = 2, qilt:

1 -1
Bild (F) = span 1],11 ,
1 0
d.h. also
1 -1
B= 11,11
1 0

K uUB ist keine Basis des R3, da K ¢ B und damit KuB nur aus zwei |.u. Vektoren
statt der erforderlichen drei besteht.
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Aufgabe 2. [20 Punkte] Betrachten Sie die Ebene Ej := {x € R3 | x3 = X1 + A} mit
dem Parameter A € R und die zugehdérige Spiegelung S, : R3 — R3 des R3 an dieser
Ebene.

(a) [6 Punkte] Schreiben Sie Sy, als affin-lineare Abbildung, d.h. in der Form Ax+ b
mit einer von A unabhangigen Matrix A € M3(R) und einem Vektor b € R3.

(b) [8 Punkte] Zeigen Sie, dass die Matrix A orthogonal ist und dass die affin-
lineare Abbildung S, bijektiv ist.
Geben Sie die Umkehrabbildung 5;1 ebenfalls als affin-lineare Abbildung an.

(c) [6 Punkte] Geben Sie das Bild der folgenden Geraden g unter S) an:

-1 1
git)y:=t| o |+|0], teRr.
1 0

Losung:

(a) FUr die Koordinaten eines Bildpunktes unter der Spiegelung S, an der Ebene
E, folgt aus einer elementaren geometrischen Uberlegung:

Sa(x1,X2,%x3) =(X3—A, X2, X1 + A) furalle (x1,x2,x3) € R3.

Damit ergibt sich die gesuchte affin-lineare Darstellung:

0 01 -
Sx)=[0 1 0| x+| 0 |, xeR3.
100 A
N—_——— N——
=A =bj

(b) FUr die Skalarprodukte der Spalten q;, i€ {1, 2, 3}, von A qilt:
(ai, aj) =6y,

also ist A orthogonal.

Als orthogonale Matrix ist A invertierbar, so dass die Gleichung Ax + by =y
bzw. Ax = y — b, fir jedes y € R3 eindeutig ldsbar ist. Das bedeutet aber, dass
die affin-lineare Abbildung S, surjektiv und injektiv, also bijektiv ist.

Wegen der Orthogonalitat von A gilt A=! = AT = A und damit fir die Umkehr-
abbildung 571

STHy)=A"Hy—br) =Ay—Aby =Ay + by =S\(y), y € R>.
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(c) Fur die zu allen Ey, parallele Ebene Eq gilt offensichtlich

1 0
Eq =span 0,11
1 0

Da das Skalarprodukt des Richtungsvektors der Geraden g mit jedem dieser
beiden Basisvektoren von Eg offensichtlich Null ist, steht der Richtungsvektor
senkrecht auf Eg und damit auch senkrecht auf allen Ebenen E,, so dass g
durch die Spiegelung S, wieder auf sich abgebildet wird.

Seite 5von 11



!j DAV Zulassungsprufung in Mathematik
oene am 17.Mai 2025

Aktuarvereinigunge.V.

Aufgabe 3. [17 Punkte] Die zunachst unbekannten reellen Werte der Parameter
u, v in der Matrix

16 0 u
A= 0 4 8
—u 0 v
sollen durch zunehmende Kenntnis Uber die Eigenwerte von A sukzessive bestimmt

werden.

(@) [3 Punkte] Zeigen Sie zunachst, ohne u und v zu kennen, dass die Matrix A
den Eigenwert A1 = 4 besitzt.

(b) [4 Punkte] Es sei nun bekannt, dass zwei der drei im allgemeinen komplexen
Eigenwerte der Matrix A identisch sind. Begrinden Sie ohne zusatzliche Be-
rechnungen, dass dann sogar alle Eigenwerte der Matrix A reell sind.

(c) [3 Punkte] Als weitere Information erhalten Sie jetzt, dass der doppelte Eigen-
wert der Matrix A gerade A, = A3 = 10 ist. Bestimmen Sie, ohne u zu kennen,
mit den bisher verfugbaren Daten den Wert von v.

(d) [4 Punkte] Welche Werte kommen fur u in Frage, wenn die Matrix A alle bishe-
rigen Anforderungen erfullen soll?

(e) [3 Punkte] Als letzte Information erhalten Sie, dass das Skalarprodukt aus der
ersten und letzten Spalte der Matrix A positiv ist. Welche konkrete Matrix A
ergibt sich damit schlieSlich?

Losung:

(a) Das charakteristische Polynom von A lautet:
pa(A) = (4=2A) (16— A)(v—A) + u?). (1)
Damit ist A1 = 4 Nullstelle von ps bzw. Eigenwert von A.

(b) pa hat offensichtlich nur reelle Koeffizienten, so dass mit z € C auch z Nullstelle
von pa ist. Angenommen py wirde eine Nullstelle z mit Im z # 0 haben, dann
wirde das Polynom p,4 dritten Grades drei verschiedene Nullstellen, i.e. 4, z, z,
haben im Widerspruch dazu, dass zwei Nullstellen identisch sind.

(c) Dadie Spur der Matrix A mit der Summe aller Eigenwerte von A Ubereinstimmt,
folgt:
SpurA=)\1+)\2+)\3 =24=20+v.

Also v =4,
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(d) Aus (1) und der Kenntnis der drei Eigenwerte folgt:
(16— A)(v—=A)+u’=(10—N)? <64+ u?=100

und damitu e {£6}.

(e) Es qilt
16 u
< 0 1],18 >=12u>0,
—u 4
also u==6.
Insgesamt erhalt man
16 0 6
A=| 0 4 8
—6 0 4
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Aufgabe 4. [18 Punkte]

(@) [3+6 Punkte] Untersuchen Sie die nachstehenden Folgen auf Konvergenz und
bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert:

n!

(i) ap=—
nn

nn
(n)’
Hinweis: Untersuchen Sie die Quotienten von je zwei aufeinanderfolgen-
den Folgegliedern.

(i) an =

(b) [5+4 Punkte] Untersuchen Sie die nachstehenden Reihen auf Konvergenz:

L= 1
W ,;1 n—(—1)"vn

Losung:
_ . 1 2....-.n 1 _
(@) (i) Esistap,=—" < —, und daraus folgt lim a, = 0.
nn-...-n n n—
1
<

< 1, da

a
(if) FUr n > 2 qilt =
an ((n+1)1)%-nn n+1

n+1_(n+1)”+1-(n!)2 1 ( 1)”< e

1+ —
n n+1

e < 3 und (1 + %)n monoton wachsend ist. Die Folge (an) ist monoton fal-

lend und von unten durch 0 beschrankt, und daher existiert der Grenzwert
a= lim an. Weiter gilt 0 < an41 < —=<-ap und daraus folgt 0 < a < 0-a=0.
Damit ergibt sich a = 0.

(b) (i) Esist

> > =
n—(=1)Y"y/n n+4+4n n+n 2n
folgt die Divergenz der zu untersuchenden Reihe (Minorantenkriterium).

1 1 1 ) 21
= —. Aus der Divergenz von Z —
i=2n

(ii) Es ist
a1 ((+D*-@n)! n+l 1

lim = lim = lim ——=—-<1.
n—o g, n=o (2n+42)'-(nY)2 = 2(2n+1) 4

Aus dem Quotientenkriterium folgt die Konvergenz der Reihe.
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Aufgabe 5. [15 Punkte] Bei der folgenden Aufgabe durfen Sie aus der Formelsamm-
lung fur unbestimmte Integrale nur

1
fxr dx = mxr+1+c (r#-1)

verwenden.

(a) [8 Punkte] Bestimmen Sie durch eine geeignete Substitution
[
— dx.
1+ x4
(b) [7 Punkte] Bestimmen Sie mittels partieller Integration

Jx” In(x) dx flr neN.

Losung:

(a) Die Substitution y = 1+ x* ergibt zunéchst x3 dx = %dy. Aus dem Integral wird
damit

x3 1 1 1 1
—dx=—f—dy=—\/?+c:—v1+x4+c.
J\/1+x4 4 ) Jy 2 2

(b) Mit der Wahl g’(x) = x" und f(x) = Inx ergibt eine partielle Integration

1 1 1
x"In(x) dx = X" linx— —— | x"1.—dx =
n+1 n+1 X

1 1
— x"lnx— x" dx =
n+1 n+1

1 1 n+1
— X"l inx— ———xMl 4 c= (Inx— )+ C.
n+1 (n+1)? n+1 n+1
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Aufgabe 6. [20 Punkte]
Es soll die Funktion f: RZ — R mit f(x, y) = (y — 3x2)(y — x2) untersucht werden.

(a) [7 Punkte] Bestimmen Sie alle kritischen Punkte von f.

(b) [7 Punkte] Zeigen Sie, dass f in (0, 0) Iangs jeder Gerade durch (0, 0) ein rela-
tives Minimum hat, d.h. fir alle (a, b) e R2\ {(0, 0)} und mit g(t) = (at, bt) hat
fog:R—-R, t— f(at, bt) ein relatives Minimum bei t = 0.

(c) [6 Punkte] Begrunden Sie, dass der Punkt (0, 0) ein Sattelpunkt von f ist.
Hinweis: Eine Begriundung mit Hilfe der Hesse-Matrix ist nicht moglich.

Losung:

(@) Es ol vf(x'y)_( 2(y —2x?) 0 2y—4x2=0,  (iD.
Aus (i) folgt x = 0 oder 3x2 —2y = 0. Im Fall x = 0 wird (ii) zu der Gleichung
y =0.Im Fall 3x2—2y =0 wird (ii) zu 2y —4x2 =2y —3x%2—x%2=—x?2=0und
es folgt x = 0. Daraus folgt, dass (0, 0) der einzige stationare Punkt von f ist.

2 _ — ;
4x(3x2—2y)) (0)(:{x(3x 2y)=0, (i)

(b) Die Funktion h(t) = (f e g)(t) und deren Ableitungen sind

h(t) = b?t? — 4a%bt> + 3a*t?,
h’(t) = 2b’t— 12a?bt? + 12a*t3 und
h”(t) = 2b%2 — 24a’bt + 36a*t?
Es folgt h’(0) = 0 und h”/(0) = 2b2 > 0 fur b # 0. Fir b = 0 gilt h(t) = 3a*t* >

0 = h(0) fur t # 0. Daher hat die Funktion h an der Stelle t = 0 immer ein
relatives Minimum.

(c) Auf der Parabel (x, 2x2) gilt: f(x, 2x2) = —x* < f(0, 0) = 0 fUr x # 0. Zusammen
mit Teil (b) folgt, dass die Funktion f in jeder Umgebung von (0, 0) sowohl
positive als auch negative Werte annimmt. Daher ist (0, 0) ein Sattelpunkt.
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Aufgabe 7.[13 Punkte] Es sei (V, Il - ||) ein normierter Vektorraum Uber R und V*
der Vektorraum aller stetigen linearen Abbildungen von V nach R.
Eine Folge (xn),en heillt schwach konvergent gegen x € V, wenn gilt:

Vg eV lim ¢(xn) = $(X).

(a) [4 Punkte] Zeigen Sie, dass allgemein in jedem normierten Vektorraum (\/, ||-||)
die Konvergenz einer Folge (xn),en 9€9€en X € V bzgl. der gegebenen Norm ||« ||
auch die schwache Konvergenz dieser Folge gegen x impliziert.

(b) [9 Punkte] Betrachten Sie als konkretes Beispiel den Banach-Raum der reel-
len Nullfolgen, ausgestattet mit der Supremumsnorm, (co, || - ||lw). ES ist be-
kannt (d.h. kein Nachweis verlangt), dass zu jeder Abbildung ¢ € c(’; eine Folge
(ak)ken Mit Zf:’:l |ak| < +o0 existiert, so dass gilt:

¢(Cxidken) = D arxi fiiralle (xi)een € Co.
k=1

Zeigen Sie, dass in co die Folge der ,Einheitsvektoren”, d.h. (en),eny Mit der
Festlegung ep k := 8nk (Kronecker-Symbol) fur das k-te Folgeglied von e, zwar
schwach gegen 0 € co konvergiert, aber nicht bzgl. der Norm || - || gegen 0
konvergiert.

Losung:
(a) Da nach Definition jede Abbildung ¢ € V* stetig ist, folgt:

IXn = xI| —> 0= [¢(xn) — ()| —> 0 bzw. lim ¢(xn) = ¢(x).

(b) Es sei ¢ € c} mit zugehdriger Folge (ax)xeny Mit 3~ lak| < +00.
Es ist offensichtlich e, € ¢g fur alle n € N und es folgt:

¢(en) = Z QAkdn,k = Ap.
k=1

Wegen Z,io:l lak| < +o0 ist (ak)ken €ine Nullfolge, so dass
lim ¢en) = liman=0 = ¢((O)ken).

D.h. (en)nhen konvergiert in cg schwach gegen 0 € ¢o.
Aber:
(en)nen ist nicht normkonvergent gegen 0 € ¢p, da

||en— em”oo == 1 fur n # m,

d.h. (en)nen ist keine Cauchy-Folge.
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