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Hinweise:

e Als Hilfsmittel sind ein Taschenrechner, eine mathematische Formelsammlung sowie ent-
sprechende Literatur zugelassen.

e Die Gesamtpunktzahl betrigt 120 Punkte. Die Klausur ist bestanden, wenn mindestens
60 Punkte erreicht werden.

e Bitte priifen Sie die Thnen vorliegende Priifungsklausur auf Vollstdndigkeit. Die Klausur
besteht aus 12 Seiten.

e Alle Antworten sind zu begriinden und bei Rechenaufgaben muss der Losungsweg ersicht-
lich sein.
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Aufgabe 1. [17 Punkte]
Gegeben ist das folgende lineare Gleichungssystem mit einem Parameter p € R:

221 + z2 + r3 = 1
pr1 + x2 + 3 = 0.
227 — x2 4+ pxz = 1

(a) [11 Punkte]/ Bestimmen Sie alle p € R, fiir die das Gleichungssystem lsbar oder sogar
eindeutig l6sbar ist.

(b) [6 Punkte] Geben Sie zu jedem moglichen p € R die Dimension des Losungsraums des
zugehorigen homogenen Gleichungssystems an.

Losung:
(a) Es gilt:
2 11 2-p
det| p 1 1 | =det p 11 |=2-pp+1)=0&p=-1V p=2.
2 -1 p 2 -1 »p

Also ist das Gleichungssystem eindeutig l6sbar fiir p € R\ {—1, 2}.

1. Fall p = —1:
Es ist
2 1 1 2 1
Rang| -1 1 1 |=Rang| -1 1 =2
2 -1 -1 1 0

und

2 1 1 1 2 1 1 1 1 0

Rang | —1 1 1 0 | =Rang| -1 1 0 |=Rang| -1 1 0 | =3.
2 -1 -1 1 2 -1 1 1 01
det=2+#0

Somit ist das Gleichungssystem fiir p = —1 nicht lésbar.
2.Fall p = 2:
Es ist

2 bl 2 1 1 1 1

R 2 1 1 ]|=R =2 det =3#0

2 -1 2

und
2 1 11 0 0 01 0 0 1
Rang| 2 1 1 0 |=Rang| 2 1 1 0 | =3 det 110 |=3#0
2 -1 2 1 2 -1 2 1 -1 2 1
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Somit ist das Gleichungssystem fiir p = 2 nicht losbar.

Insgesamt ist das Gleichungssystem genau fiir p € R\ {—1, 2} 16sbar.

Fiir den Losungsraum L,, der zugehorigen homogenen Gleichungssysteme gilt:
dim L, =0 fiir p e R\ {—1,2},

da nach (a) die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems fiir diese p vollen Rang, also

nach Dimensionsformel einen trivialen Kern hat, und
dim L, =1 fiir p € {—1,2},

da nach (a) die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems in diesen beiden Fillen jeweils

den Rang 2 hat, also nach Dimensionsformel der Kern die Dimension 1 haben muss.
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Aufgabe 2. [17 Punkte]
Betrachten Sie die Abbildung H : M3(R) — M3(R) auf dem Vektorraum der reellen 2 x 2 -
Matrizen Ma(R) definiert durch

H(X):= AX + X AT fir X € My(R)
mit der festen Matrix A := < (1) 8 >

(a) [4 Punkte] Zeigen Sie, dass H linear ist.
(b) [10 Punkte] Bestimmen Sie Kern(H) und Bild(H) und geben Sie jeweils eine Basis an.
(c) [3 Punkte] Zeigen Sie, dass gilt:

Kern(H) N Bild(H) = {\AAT | A € R}.

Losung:
(a) H ist linear, denn:

HX+Y)=AX+Y)+ (X +Y)AT
—(AX + XAT) + (AY + YAT) = H(X) + H(Y) fiir X,Y € My(R)

und

H(OAX) =A\X) + (AX)AT
=MNAX + XAT) = MNH(X) fiir A € R, X € M(R).

(b) Sei X = [ 1 T2,
To1 T2
Dann ist
AX+XAT: 0 0 4 0 11 _ 0 11 .
T11  T12 0 z21 T11 Ti2 + 21

Damit folgt
0 b
Bild(H)z{( ) a,beR}.
b a

Weiterhin gilt AX + XAT =0 genau dann, wenn x1; = 0 und x93 = —x91.

Also
Kern(H)z{( 0 b) a,bER}.
—b a

Als Basen kann man offensichtlich verwenden:

Bild(H)zspan{(? (1)>’<8 ?)}
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und

Kern(H)zspan{( _01 (1) ),( 8 (1) )}
(c) Es folgt aus (b):

Kern(H) N Bild(H) = { ( 8 2 >

- (1)(20)-(20)

aGR}:{)\AAT|)\GR}

wegen
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Aufgabe 3. [19 Punkte]
Untersuchen Sie, ob die folgenden Aussagen iiber die Menge der reellen quadratischen Matrizen
M, (R) richtig oder falsch sind. Begriinden Sie Thre Entscheidung mit einer hinreichend genauen

Herleitung oder einem geeigneten Gegenbeispiel.

(a) [4 Punkte] Fiir jedes n € N\ {1} gibt es eine Matrix A € M,, (R), die nur den Eigenwert 0
hat, aber trotzdem nicht die Nullmatrix ist.

(b) [4 Punkte] Fiir gerades n € N besitzt jede Matrix A € M, (R) einen reellen Eigenwert.
(c) [5 Punkte] Fir Matrizen A, B € M, (R) gilt: Rang(AB) = Rang(BA).

(d) /3 Punkte] Fiir jede Matrix A € M,, (R) steht der von den Spalten von A’ erzeugte Unter-
raum senkrecht auf Kern(A).

(e) [3 Punkte] Fiir orthogonale Matrizen A, B € M,, (R) und m € N gilt:

(BTAT)™ (AB)™ = E,, (E,, = Einheitsmatrix der Dimension n).

Losung:

(a) wahr:
Die Matrix A, deren Eintréige alle aufser ay,, gleich 0 sind, hat das charakteristische Polynom
(=A)"™ und damit nur den Eigenwert 0, ist aber nicht die Nullmatrix.

(b) falsch:
. . 0 1 . e 9 .
Die Matrix A = L o besitzt das charakteristische Polynom A 4 1 mit genau den
Nullstellen +4, hat also keinen reellen Eigenwert.

(c) falsch:
Fiir die Matrizen

gilt:
0 0 :
AB =0, also Rang(AB) =0, aber BA = ( L o ) mit Rang(BA) = 1.
(d) wahr:
Es sei v € span{dy, ..., dy,}, wobei d; die j-te Spalte von AT bezeichnet, und w € Kern(A),
dann gilt:
w,w)=vTw = 2T Aw =0
v=ATx \\_’0'/

Seite 6 von 12



DAV

Zulassungspriifung in Mathematik
DEUTSCHE am 12. Oktober 2024

AKTUARVEREINIGUNG e.V.

(e) wahr:

(BTATY" (AB)™ = BTAT.....BTATAB.-... . AB = E,.
~—

—Ln
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Aufgabe 4. [20 Punkte] Betrachten Sie die fiir x > 0 definierte Funktion

T

F(x)—/sm(tgt) dt.
1

(a) [4 Punkte] Bestimmen Sie die beiden Ableitungen F’(x) und F”(z) dieser Funktion.

F
(b) [4 Punkte] Berechnen Sie den Grenzwert lim (:c)
z—1 Inz

(c) [6 Punkte] Ermitteln Sie das Taylorpolynom T} (z) ersten Grades fiir die Funktion F' mit
dem Entwicklungspunkt zp = 1 und geben Sie das zugehorige Restglied Ry(z) in der
Darstellung von Lagrange an.

(d) [6 Punkte] Beweisen Sie, dass fiir £ < z < 2 die Abschiitzung |Ri(z)] <2 (2 4+1) (z—1)?
gilt.

Losung:

(T
(a) Aus dem HDI folgt F'(z) = sin(5) . Mit Hilfe der Quotientenregel ergibt sich weiter

x
F”(l‘) _ gxcos(%:il—sin(%z) ‘

(b) Esist lim F(z) =0 und lim1 Inz = 0. Mit der Regel von I’'Hospital ergibt sich
T—r

rz—1

L Fz)
i Ty~ pypein3e) =1
F
und daraus folgt lim (z) =1.
z—1 Inx

(c) Mit F(1) =0 und F'(1) =1 ergibt sich
Ti(z)=FQ1)+F(1)-(z—1)=0+1-(z—1) =2 — 1.
Das Restglied R; hat die Darstellung

_ 58cos(5€) —sin(5¢)

Rila) = S F'(€)(x — 1) = e (-1

mit einem £ zwischen xg = 1 und x.

(d) Aus 3 <2 < 2 folgt zuniichst 3 < & < 3. Aus € > 1 folgt % < 3 =2 Aus ¢ < 2 ergibt

sich die Abschitzung
Tr s 3 s
‘55 cos(§§) — 81n(§§)‘ <

Insgesamt folgt daraus |Ry(z)| <2 (3F +1) - (z — 1)
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Aufgabe 5. [17 Punkte]

Die Funktion 7: R? — R, (z,y) — T(x,y) beschreibt eine Temperaturverteilung in der Ebene.
Die Temperatur wird in °C und die Koordinaten x und y werden im Metern gemessen. Uber die
Funktion T ist folgendes bekannt:

T(7,3) =42, T.(7,3) =4, T,(7,3)=—3.

(a) [5 Punkte] Bestimmen Sie die lineare Approximation L(z,y) der Funktion T'(z,y) an der
Stelle (7,3).

(b) [6 Punkte] Eine Fliege sitzt im Punkt (7,3) und mdchte in eine Richtung krabbeln, in der
sich die Temperatur nicht dndert. In welche Richtungen kann die Fliege starten?

(c) [6 Punkte] Etwas spéter sitzt eine Ameise im Punkt (7,3). Sie mochte in die Richtung
krabbeln, in der die Temperatur so schnell wie mdglich abnimmt.

(1) /2 Punkte] In welche Richtung startet die Ameise?

(ii) /3 Punkte] Wie schnell, gemessen in °C pro Meter, dndert sich die Temperatur in diese
Richtung?

(iii) /1 Punkte] Die Ameise mdchte so schnell krabbeln, dass sie eine Anderungsrate der
Temperatur von —1°C pro Sekunde spiirt. Mit welchem Tempo, gemessen in Metern
pro Sekunde, muss die Ameise vom Punkt (7,3) aus starten?

Fiir dieses letzte Ergebnis ist keine Begriindung erforderlich.

Losung:
(a) Esist

L(z,y) = T(7,3)+Tu(7,3)- (x—7)+T,(7,3)- (y—3) = 42+4(z—7)—3(y—3) = 23+4z—3y.

(b) Die Bewegung erfolgt in Richtung der Niveaulinie von T durch den Punkt (7,3). Der

4
Gradient VT'(7,3) = 3 steht senkrecht auf dieser Niveaulinie. Die Fliege muss also

in eine Richtung starten, die senkrecht zu dem Gradienten VT'(7,3) ist. Dies sind die
Richtungen + (i) .
T . . —4
(¢) (i) Die Ameise startet in Richtung —V7T(7,3) = ( 5 ) .

(ii) Der Wert der Richtungsableitung in die Richtung —V7'(7,3) ist —||VT(7,3)|| = —5°C
pro Meter.

(ili) Die Ameise muss mit dem Tempo + Meter pro Sekunde in diese Richtung starten.
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Aufgabe 6. [16 Punkte]
Es sei das iterierte Integral

2

1
I—//TQd(pdT
0 0

in Polarkoordinaten gegeben.

(a) [2 Punkte] Berechnen Sie den Wert von I.

(b) [10 Punkte] Schreiben Sie das Integral in kartesichen Koordinaten, also in der Form

b Ya2(x)

I:/)/,ﬂ%wdywx

a i (z)

Hinweis: Beachten Sie das Flachenelement dA in Polarkoordinaten.

(¢c) [4 Punkte] Mit dem Integral I kénnen Sie das Volumen eines Korpers berechnen. Skizzieren

Sie den Schnitt dieses Korpers mit der (z, z)-Ebene.

Losung:

(a)
(b)

1
Esist]z?w-%r‘3 :2{.
0
Das Fldchenelement in Polarkoordinaten ist dA = r dr de. Damit ergibt sich der Integrand
in Polarkoordinaten zu f(rcos¢,rsing) = r. Dieser Wert ist gleich dem Abstand des
Punktes (r cos ¢, 7 sin ¢) vom Koordinatenursprung. In kartesischen Koordinaten ist dieser

Abstand gleich f(z,y) = /22 + 32

Der Integrationsbereich wird in Polarkoordinaten durch die Ungleichungen 0 < r <1
und 0 < ¢ < 27 beschreiben. Dieser Integrationsbereich ist das Innere des Einheitskreises
22 + 9% < 1. In kartesischen Koordinaten kann man diesen Kreis in der Form

{@yer|-1<2<1, -V1-2 <y<V1-27}
darstellen.

Insgesamt ergibt sich fiir das Integral I in kartesischen Koordinaten der Ausdruck

1 V1-=a?

I:/ Vr?2+y? dy dz.
Sl i

Der Kérper liegt iiber dem Einheitskreis 22 +y? < 1 in der (z,%)-Ebene und wird von oben
durch den Graphen der Funktion z = f(x,y) = \/2? + y? berandet. Fiir den Schnitt mit
der (z,z)-Ebene setzt man y = 0 und erhilt f(z,0) = V22 = |z|. Das folgende Bild zeigt
den Schnitt des Korpers mit der (z, z)-Ebene.
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Aufgabe 7. [1/ Punkte] Wachstumsprozesse fiir eine Population der Grofe P(t) mit einer ma-
ximalen Grofe von K koénnen fiir ¢ > 0 mit Hilfe der logistischen Differenzialgleichung durch das
folgende Anfangswertproblem beschrieben werden:

dpP

dt—P AP(K — P), P(0)= P,

wobei A > 0 eine Konstante ist. Weiter sei 0 < Py < % und die Funktion P sei zweimal stetig
differenzierbar.

Beweisen Sie, dass die Losungskurve P(t) folgende Eigenschaften hat:
(a) [4 Punkte] Fiir alle t > 0 gilt 0 < P(t) < K.
(b) /2 Punkte] Die Funktion P ist in ¢t > 0 streng monoton wachsend.
(c) [2 Punkte] Es gilt tlim P(t) =K.
—00
(d) [6 Punkte] An der Stelle ty mit P(to) = % hat die Losungskurve P(t) einen Wendepunkt.

Verwenden Sie bei der Bearbeitung dieser Aufgabe nur die logistische Differenzialgleichung. Die
Angabe oder die Verwendung der expliziten Losung dieses Anfangswertproblems ist nicht erfor-
derlich und wird nicht bewertet. Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass das gegebene Anfangs-
wertproblem in ¢ > 0 eine eindeutige Losung hat.

Losung:

(a) Die Funktionen P = 0 und P = K sind konstante Losungen dieser Differenzialgleichung.
Wegen der Eindeutigkeit muss die Losung des Anfangswertproblems fiir alle t > 0 von die-
sen konstanten Losungen verschieden sein. Aus der Stetigkeit der Losung und 0 < P(0) < K
folgt die Behauptung.

(b) Aus 0 < P(t) < K folgt P = AP(K — P) > 0. Daraus folgt die strenge Monotonie der
Funktion P.

(c) Da P streng monoton wachsend und beschréankt ist, existiert der Grenzwert tlim P(t) =
—00

P, Daraus folgt hm P(t) = 0. Aus der Differenzialgleichung und dem Monotonieverhalten
von P ergibt smh POO =K.

(d) Das Kriimmungsverhalten der Losungskurve kann man mit Hilfe des Vorzeichens der zwei-
ten Ableitung P untersuchen. Durch Ableiten der Differenzialgleichung erhilt man

P =\P(K — P) — \PP = \P(K —2P).

Wegen AP > 0 stimmt das Vorzeichen von P mit dem Vorzeichen des Faktors K — 2P
iiberein. Dieser Ausdruck hat wegen der strengen Monotonie von P an der Stelle ty mit
P(ty) = % einen Vorzeichenwechsel. Die Losungskurve dndert bei % das Krimmungsver-
halten und hat damit an dieser Stelle einen Wendepunkt.
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