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Aufgabe 1. [18 Punkte] Betrachten Sie die aus a ∈ Rn \ {0} und der n-dimensionalen Einheits-

matrix En gebildete Matrix

Ra := En −
2

〈a, a〉
aaT .

(a) [4 Punkte] Zeigen Sie:

R2
a = En und RTa = Ra.

(b) [5 Punkte] Es seien

Ha := {x ∈ Rn | 〈a, x〉 = 0} und Ga := {x ∈ Rn | x = λa, λ ∈ R} .

Weisen Sie nach:

Rax =

{
x, x ∈ Ha;

−x, x ∈ Ga.

(c) [3 Punkte] Welche geometrische Bedeutung hat die Abbildung x 7→ Rax, x ∈ Rn ?

(d) [6 Punkte] Begründen Sie, dass Ra diagonalisierbar ist, und geben Sie ohne Rechnung eine

zu Ra ähnliche Diagonalmatrix an.

Lösung:

(a) Es gilt: (
En −

2

〈a, a〉
aaT

)2

= En −
4

〈a, a〉
aaT +

4

〈a, a〉2
a (aTa)︸ ︷︷ ︸

=〈a,a〉

aT = En,

und

RTa =

(
En −

2

〈a, a〉
aaT

)T
= En −

2

〈a, a〉
(
aaT

)T︸ ︷︷ ︸
=aT T ·aT=aaT

= Ra.

(b) Es gilt für x ∈ Ha:

Rax = x− 2

〈a, a〉
(
aaT

)
x︸ ︷︷ ︸

=〈a,x〉a=0

= x,

und für x = λa ∈ Ga:

Rax = x−
(

2

〈a, a〉
aaT

)
x = λ

a− 2

〈a, a〉
(
aaT

)
a︸ ︷︷ ︸

=〈a,a〉a

 = −λa = −x

(c) Es handelt sich um eine Spiegelung des Rn an der Hyperebene Ha mit der Normalen

Ga in Richtung a. Dabei entspricht Ha genau den Fixpunkten der Spiegelung und die

Ursprungsgerade Ga wird durch die Spiegelung in Richtung −a gedreht.
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(d) Nach Aufgabenteil (a) ist Ra eine symmetrische (und sogar orthogonale) reelle n×n-Matrix.

Also ist Ra nach dem Spektralsatz ähnlich zu einer Diagonalmatrix mit den Eigenwerten

von Ra auf der Hauptdiagonalen. Nach Aufgabenteil (b) ist die (n−1)-dimensionale Hyper-

ebene Eigenraum zum Eigenwert 1 von Ra und die Normale Ga Eigenraum zum Eigenwert

−1 von Ra. Also ist Ra ähnlich zu der Diagonalmatrix
1

. . .
0

0
1

−1

 .
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Aufgabe 2. [15 Punkte] Zeigen Sie, dass die Abbildung

s : Mn (C)×Mn (C) −→ C

(A,B) 7−→ Spur (B?A)

mit B? := B
T
ein Skalarprodukt auf dem Vektorraum der n-dimensionalen quadratischen Ma-

trizen mit komplexen Einträgen, Mn (C), ist.

Lösung:

Die Abbildung s ist positiv de�nit :

s(A,A) = 0⇒ 0 = Spur (A?A) =
n∑
k=1

 n∑
j=1

ajk · ajk

 =
n∑

j,k=1

|ajk|2

⇒ ajk = 0 für alle j, k = 1, . . . , n ⇒ A = 0.

Die umgekehrte Implikation ist trivial.

Die Abbildung s ist hermitesch:

s(A,B) = Spur
(
B
T
A
)

= Spur

((
B
T
A
)T)

= Spur
(
ATB

)
= Spur

(
ATB

)
= Spur (A?B) = s(B,A).

Die Abbildung s ist linear in der ersten Komponente:

s(A1 +A2, B) = Spur
(
B
T

(A1 +A2)
)

= Spur
(
B
T
A1

)
+ Spur

(
B
T
A1

)
= s(A1, B) + s(A2, B),

s(λA,B) = Spur
(
B
T

(λA)
)

= λ Spur
(
B
T
A
)

= λ s(A,B).
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Aufgabe 3. [15 Punkte] Geben Sie die Gröÿe des Lösungsraums für jedes der folgenden linearen

Gleichungssysteme durch Ankreuzen an und begründen Sie Ihre Entscheidung.

Dabei steht in der Tabelle das Symbol ? für eine beliebige reelle Zahl.

Anzahl Lösungen

Gleichungssystem endlich viele unendlich

keine genau eine mehr als eine viele

(a)

[3 Punkte]

0 0 1

0 1 ?

1 ? ?

 · x =

1

?

?

 � � � �

(b)

[4 Punkte]


1 ? ?

0 1 ?

0 0 0

0 0 0

 · x =


?

?

1

?

 � � � �

(c)

[5 Punkte]

1 ? ? ?

0 0 1 0

0 0 ? 0

 · x =

1

0

0

 � � � �

(d)

[3 Punkte]

1 0

? 1

0 0

 · x =

1

1

0

 � � � �

Lösung:

Jedes Gleichungssystem ist von der Form Ax = b.

(a) Genau eine, denn:

Für die Koe�zientenmatrix A des quadratischen Gleichungssystems gilt detA = −1 6= 0.

(b) Keine, denn:

Die erweiterte Koe�zientenmatrix (A|b) besitzt den Rang 3, während die Koe�zientenma-

trix A nur den Rang 2 hat.

(c) Unendlich viele, denn:

Die dritte Zeile lässt sich durch Subtraktion der zweiten Zeile zu einer Nullzeile ma-

chen. Die ersten beiden Zeilen von (A|b) und A sind jeweils linear unabhängig, so dass

rg (A|b) = rg (A) und damit das Gleichungssystem lösbar ist. O�ensichtlich besitzt das

Gleichungssystem zwei freie Variablen, so dass die Lösungsmenge des zugehörigen homo-

genen Gleichungssystems unendlich viele Elemente enthält.

(d) Genau eine, denn:

Auf die letzte (Null)zeile des Gleichungssystems kann verzichtet werden, so dass ein qua-

dratisches Gleichungssystem mit nicht verschwindender Determinante = 1 übrig bleibt.

Seite 5 von 5



Zulassungsprüfung in Mathematik

am 20.Mai 2023

Aufgabe 4. [18 Punkte] Eine Funktion f : R → R heiÿt gerade, wenn für alle x ∈ R die

Gleichung f(−x) = f(x) gilt. Die Funktion f : R → R heiÿt ungerade, wenn für alle x ∈ R die

Gleichung f(−x) = −f(x) gilt. Jede in dieser Aufgabe vorkommende Funktion f sei auf ganz R
de�niert.

(a) [4 Punkte] Zeigen Sie: Ist f gleichzeitig gerade und ungerade, so gilt f(x) = 0 für alle

x ∈ R.

(b) [6 Punkte] Zeigen Sie, dass sich jede Funktion f als Summe einer geraden Funktion G und

einer ungeraden Funktion U schreiben lässt:

f(x) = G(x) + U(x) mit G(−x) = G(x) und U(−x) = −U(x) für alle x ∈ R.

Hinweis: betrachten Sie die durch 1
2

(
f(x) + f(−x)

)
de�nierte Funktion.

(c) [8 Punkte] Beweisen Sie, dass diese Darstellung von f als Summe einer geraden und einer

ungeraden Funktion eindeutig ist.

Lösung:

(a) Für alle x ∈ R gilt f(−x) = f(x) und gleichzeitig f(−x) = −f(x), also f(x) = −f(x).

Daraus folgt die Behauptung.

(b) G(x) = 1
2

(
f(x) + f(−x)

)
ist gerade, da G(−x) = 1

2

(
f(−x) + f(x)

)
= G(x). Die Funktion

U(x) = f(x) − G(x) = f(x) − 1
2

(
f(x) + f(−x)

)
= 1

2

(
f(x) − f(−x)

)
ist ungerade, da

U(−x) = 1
2

(
f(−x) − f(x)

)
= −1

2

(
f(x) − f(−x)

)
= −U(x). f(x) = G(x) + U(x) ist die

gesuchte Zerlegung.

(c) Falls es zwei solche Zerlegungen gibt folgt f(x) = G1(x) + U1(x) = G2(x) + U2(x) mit

zwei geraden Funktionen G1 und G2 sowie zwei ungeraden Funktionen U1 und U2. Daraus

folgt G1(x) − G2(x) = U2(x) − U1(x). Wegen G1(−x) − G2(−x) = G1(x) − G2(x) ist

G1(x)−G2(x) gerade und wegen U2(−x)−U1(−x) = −U2(x)+U1(x) = −
(
U2(x)−U1(x)

)
ist U2(x) − U1(x) ungerade. Die Di�erenzen G1(x) − G2(x) = U2(x) − U1(x) sind beide

gleichzeitig gerade und ungerade und aus Teil (a) folgt G1(x)−G2(x) = U2(x)−U1(x) = 0

für alle x ∈ R. Daraus folgt G2(x) = G1(x) und U2(x) = U1(x) für alle x ∈ R und damit

ist die Eindeutigkeit dieser Zerlegung nachgewiesen.
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Aufgabe 5. [16 Punkte] Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(a) [8 Punkte] Für jede Zahl c ∈ R gibt es eine stetig di�erenzierbare Funktion f : R→ R mit

der Eigenschaft

c =

π
2∫

0

(
f ′(x) · sin(x) + f(x) · cos(x)

)
dx.

(b) [8 Punkte] Für jede Zahl c ∈ R gibt es eine stetig di�erenzierbare Funktion f : R→ R mit

der Eigenschaft

c =

π∫
0

cos
(
f(x)

)
· f ′(x) dx.

Lösung:

(a) Diese Aussage ist richtig.

Für jede in R di�erenzierbare Funktion gilt
d

dx
(f(x) · sin(x)) = f ′(x)·sin(x)+f(x)·cos(x).

Aus dem HDI folgt damit

π
2∫

0

(
f ′(x) · sin(x) + f(x) · cos(x)

)
dx =

π
2∫

0

d

dx
(f(x) · sin(x)) dx =

f
(
π
2

)
· sin

(
π
2

)
− f(0) · sin(0) = f

(
π
2

)
.

Für jede stetig di�erenzierbare Funktion f : R → R mit f
(
π
2

)
= c folgt die behauptete

Aussage.

(b) Diese Aussage ist falsch.

Es gilt
d

dx

(
sin
(
f(x)

))
= cos

(
f(x)

)
· f ′(x). Aus dem HDI folgt damit

π∫
0

cos
(
f(x)

)
· f ′(x) dx =

π∫
0

d

dx

(
sin
(
f(x)

))
dx = sin

(
f(π)

)
− sin

(
f(0)

)
∈ [−2, 2].

Für alle c mit |c| > 2 gibt es keine stetig di�erenzierbare Funktion, für die die behauptete

Gleichung gilt.
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Aufgabe 6. [18 Punkte]

Betrachten Sie die Funktion f : R2 → R, de�niert durch f(x, y) = x2(x2 + y2 − 2).

(a) [9 Punkte] Bestimmen Sie die Nullstellenmenge N = {(x, y) ∈ R2 | f(x, y) = 0} von f .
Skizzieren Sie alle Bereiche im R2, in denen die Funktionswerte von f positiv bzw. negativ

sind.

(b) [9 Punkte] Bestimmen Sie alle lokalen Extrema vom f . Greifen Sie hierbei gegebenenfalls

auf die Ergebnisse des ersten Aufgabenteils zurück.

Lösung:

(a) Es ist f(x, y) = 0⇐⇒ x = 0 oder x2+y2−2 = 0. Die

Nullstellenmenge ist also die Vereinigungsmenge der

y-Achse und des Kreises mit Radius
√

2 um den Ur-

sprung, N = {(x, y) ∈ R2 | x = 0 oder x2 + y2 = 2}.
Auÿerhalb der Nullstellenmenge stimmt das Vorzei-

chen der Funktionswerte von f mit dem Vorzeichen

von x2+y2−2 überein. Das Vorzeichen ist im Inneren

des Kreises mit Radius
√

2 um den Ursprung negativ

und auÿerhalb dieses Kreises positiv. Die Nullstellen-

menge und die Bereiche mit positiven und negativen

Funktionswerten sind in folgendem Bild skizziert.

x

y

−2

−2

−1

−1

1

1

2

2

0

−
−
−
−

+

+

+

+

(b) Aus f(x, y) = x2(x2 + y2 − 2) = x4 + x2y2 − 2x2 folgt

∇f(x, y) =

(
4x3 + 2xy2 − 4x

2x2y

)
=

(
2x(2x2 + y2 − 2)

2x2y

)
Die Nullstellen des Gradienten sind zunächst alle Punkte der y-Achse mit x = 0. Mit

x 6= 0 folgt aus fy(x, y) = 0 sofort y = 0. Weiter ist fx(x, 0) = 0 ⇐⇒ 2x(2x2 − 2) =

4x(x − 1)(x + 1) = 0. Damit sind die Punkte ±(1, 0) alle Nullstellen des Gradienten mit

x 6= 0.

Die Punkte auf der y-Achse sind keine isolierten stationären Punkte, daher ist eine Klassi�-

kation mit Hilfe der Hesse-Matrix nicht möglich. Aus der Skizze zu Teil (a) und f(0, y) = 0

ergibt sich: Ist |y| <
√

2, so ist (0, y) ein lokales Maximum von f , aber kein striktes Maxi-

mum. Ist |y| >
√

2, so ist (0, y) ein lokales Minimum von f , aber kein striktes Minimum.

Die beiden Punkte ±(0,
√

2) sind Sattelpunkte, da die Funktion f in jeder Umgebung dieser

Punkte sowohl positive als auch negative Funktionswerte annimmt.

Zur Untersuchung der beiden isolierten Nullstellen des Gradienten kann man die Hesse-

Matrix Hf(x, y) =

(
12x2 + 2y2 − 4 4xy

4xy 2x2

)
verwenden. Es gilt Hf(±1, 0) =

(
8 0

0 2

)
. Die-

se Matrix hat zwei positive Eigenwerte und ist daher positiv de�nit. Die beiden Punkte

±(1, 0) sind (strikte) lokale Minima von f .
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Aufgabe 7. [20 Punkte] Betrachten Sie die MengeM aller Funktionen f : C∪{∞} −→ C∪{∞}
mit folgender Festlegung:

f(z) =
az + b

cz + d
, z ∈ C \

{
−d
c

}
, f
(
−d
c

)
:=∞, f(∞) := a

c ,

wobei a, b, c, d ∈ C und ad− bc = 1 ist.

(a) [7 Punkte] Weisen Sie nach, dass die Menge M zusammen mit der üblichen Komposition

◦ von Funktionen als Verknüpfung eine Gruppe bildet.

Dabei dürfen Sie unterstellen, dass die Assoziativität der Gruppenverknüpfung bereits be-

wiesen worden ist und dass das Verhalten in Polstellen bzw. in ∞ stets korrekt ist.

(b) [5 Punkte] Zeigen Sie, dass die Menge SL2 (C) := {A ∈M2 (C) | detA = 1} zusammen
mit der üblichen Matrizenmultiplikation als Verknüpfung eine Gruppe ist.

(c) [5 Punkte] Begründen Sie, dass die folgende Abbildung ein Gruppenisomorphismus ist:

Φ : M −→ SL2 (C)

az + b

cz + d
7−→

(
a b

c d

)
.

(d) [3 Punkte] Ist die Gruppe (M, ◦) abelsch?

Lösung:

(a) Die Verknüpfung ◦ ist abgeschlossen:

Für f(z) =
az + b

cz + d
und g(z) =

pz + q

rz + s
ergibt sich

(f ◦ g)(z) =
apz+qrz+s + b

cpz+qrz+s + d
=

(ap+ br)z + (aq + bs)

(cp+ dr)z + (cq + ds)

mit (ap+ br)(cq + ds)− (aq + bs)(cp+ dr) = 1.

Das neutrale Element ist o�ensichtlich die identische Abbildung f(z) = z.

Zu f(z) =
az + b

cz + d
= w ergibt sich durch Au�ösen nach z das inverse Element

f−1(w) =
dw − b
−cw + a

= z mit da− bc = 1.

(b) SL2 (C) zusammen mit der üblichen Matrizenmultiplikation ist eine Gruppe, da

� det(A · B) = detA · detB = 1 für A,B ∈ SL2 (C) ist und damit die Matrizenmulti-

plikation auf SL2 (C) abgeschlossen ist,

� die Assoziativität von M2 (C) auf SL2 (C) vererbt wird,

� E2 als neutrales Element o�ensichtlich in SL2 (C) enthalten ist und

� zu A ∈ SL2 (C) auch das inverse Element A−1 wegen detA = 1 6= 0 existiert und

wegen detA−1 = 1
detA = 1 ebenfalls in SL2 (C) enthalten ist.
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(c) Die Abbildung Φ ist für alle f ∈M wohlde�niert, da die Quotienten f(z) =
az + b

cz + d
wegen

ad− bc = 1 normiert sind und damit die Mehrdeutigkeit, dass zwar f(z) = az+b
cz+d = t(az+b)

t(cz+d)

für t 6∈ {0, 1}, aber

(
a b

c d

)
6=

(
ta tb

tc td

)
gilt, nicht auftreten kann.

Die Abbildung Φ ist ein Homomorphismus, da f, g ∈M , de�niert wie in (a), mit

(f ◦ g)(z) =
(ap+ br)z + (aq + bs)

(cp+ dr)z + (cq + ds)

gerade

Φ(f ◦ g) =

(
ap+ br aq + bs

cp+ dr cq + ds

)
=

(
a b

c d

)
·

(
p q

r s

)
= Φ(f) · Φ(g)

zugeordnet wird.

Die Umkehrbarkeit von Φ ist klar.

(d) (M, ◦) kann nicht kommutativ sein, da sein isomorphes Bild SL2 (C) nicht kommutativ ist:

A :=

(
0 1

−1 0

)
, B :=

(
1
2 0

0 2

)
⇒ A ·B =

(
0 2

−1
2 0

)
, aber B ·A =

(
0 1

2

−2 0

)
.
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