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Hinweise:

e Als Hilfsmittel sind ein Taschenrechner, eine mathematische Formelsammlung sowie ent-
sprechende Literatur zugelassen.

e Die Gesamtpunktzahl betrdgt 120 Punkte. Die Klausur ist bestanden, wenn mindestens
60 Punkte erreicht werden.

e Bitte priifen Sie die Ihnen vorliegende Priifungsklausur auf Vollstdndigkeit. Die Klausur
besteht aus 8 Seiten.

e Alle Antworten sind zu begriinden und bei Rechenaufgaben muss der Lésungsweg ersicht-

lich sein.
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Aufgabe 1. [16 Punkte] Betrachten Sie im R* den Unterraum U := span{vy,vo,v3} mit:

\V]
e e =)

|

[\

(a) [5 Punkte] Geben Sie eine Basis fiir den Unterraum U an.

(b) [11 Punkte] Ergiinzen Sie die Basis fiir U aus (a) zu einer Basis des R* durch eine Basis
fiir den Orthogonalraum U~ von U.

Losung:
(a) Offensichtlich sind v; und vy linear unabhéngig und es gilt:
V3 = —U1 + V2.
Also ist {v1,v2} eine Basis von U.

(b) Aus dimU = 2 nach (a) folgt dimU+ =4 —2 = 2.
Also wird eine Basis {wy, w2} von UL unter der Bedingung w; L vy bzw. (w;, vx) = 0 fiir
J,k € {1,2} gesucht.
Das zugehorige Gleichungssystem fiir die gesuchten Koordinaten der Basisvektoren von U+
lautet:

T1 + 219 — x4 = 0
x3 + x4 = 0

Die erweiterte Koeefizientenmatrix

1 2 0 —-110
001 110

liegt bereits in normierter Zeilenstufenform (reduzierter Treppenform) vor, so dass sich

durch Ablesen die beiden folgenden linear unabhingigen Losungen ergeben:
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Aufgabe 2. [20 Punkte] Es sei A € GLg (R) eine reelle quadratische invertierbare Matrix der
Dimension 2, die zu sich selbst invers ist, d.h. es gilt: A = A1,

(a) [4 Punkte] Zeigen Sie zunéchst, dass fiir A gilt: det A € {£1}.

(b) [16 Punkte] Bestimmen Sie nun alle A € GLg (R) mit A= A1
Losung:

(a) Aus A = A~ folgt A% = I, (I3: Einheitsmatrix) und daraus mit Hilfe des Multiplikations-
satzes fiir Determinanten: (det A)? = det A% = det I = 1.
a b

d) € GLy (R) muss die

(b) Mit der bekannten Formel fiir die Inverse einer Matrix A = (
c

folgende Gleichung erfiillt werden:

a b 1 d —=b 1
A= (c d> ~det A <—c a) =4 ()
1. Fall: det A =1

Wegen a =d, b= —b, c = —c und det A = 1 folgt: A € {£I>}.
2. Fall: det A = —1
Aus der Gleichung (%) ergibt sich zuniichst d = —a und damit 1 = —det A = a® + be.

Fiir b € R\ {0} beliebig erhélt man dann ¢ = 17{)‘12, also

b
A:( ‘, ),aeR,beR\{O}beliebig.
a

Fiir b =0 ist —1 = det A = —a?, also a € {£1}, und damit

+1
A= ( 0), ¢ € R beliebig.
F1

C

Seite 3 von &



DAV

Zulassungspriifung in Mathematik
DEUTSCHE am 20. Juni 2020

AKTUARVEREINIGUNG e.V.

Aufgabe 3. [16 Punkte] Es seien V ein R-Vektorraum, vi,...,v, eine Basis von V und
f:V — W eine R-lineare Abbildung von V in einen R-Vektorraum W. Bekanntlich ist dann
f eindeutig bestimmt durch die n Bilder wy := f(v1),...,w, = f(v,) in W. Zeigen Sie nun
folgende Aussage:

f ist injektiv < Die Vektoren wy,...,w, sind linear unabhéngig in W.

Losung:
P
Es sei
AMwi 4 ..o+ Apwn =0

fir A1,..., Ap, € R. Dann folgt

0=MNwi +...+ \w,
:)\lf(vl)+~-'+/\nf(vn)
:f()\l’t)l—{—...—l-/\n’un).

Da f linear ist, gilt f(0) = 0 und damit folgt aus der Injektivitdt von f gerade

v+ ..o+ A, = 0.

Da {v1,...,v,} eine Basis ist, folgt daraus A\; = ...\, = 0.
Also sind die Vektoren wq, ..., w, linear unabhéngig.
|l<:|l:

Seien v = A\jv1 + ... + Ay und © = Ay + ... + Ay, aus V mit flv) = f(9).
Es folgt dann

AMwi + ...+ Aw, = >\1f(?}1) 4+ ...+ )\nf(’Un)
=f ()\1’1)1 +...+ )\n’l)n)
=f (5\11}1 + ...+ S\HU”>

= 5\1f(1)1) +. +)‘~nf(vn)
:5\1w1++5\nwn

Da wi,...,w, linear unabhangig sind, gilt A\ = X fiir alle k = 1,...,n und damit v = .
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Aufgabe 4. [1/ Punkte] Die beiden reellen Zahlenreihen Z ap und Z by, seien konvergent. Fiir
k=1 k=1

alle k € N sei my = min{ayg, bx} und My = max{ay, bx}. Untersuchen Sie, welche der folgenden

Reihen sicher konvergieren und welche divergieren kénnen. Begriinden Sie Thre Antwort mit Hilfe

geeigneter Sétze oder durch ein kurzes Beispiel:

o0 o0 o0
k=1 k=1 k=1
5 . Fs soi qr — EDF _ (D! - _ -1 — 1 Dieses Beispi
Lésung: Es sei ap = ~* und by = ~——. Dann ist my = 7= und My = 1. Dieses Beispiel

o o
zeigt, dass die Reihen Z my. und Z My, beide divergieren konnen.
k=1 k=1

oo o
Weiter ist myp + My = aj + bg. Aus der Konvergenz von Z ap und Z by, folgt mit den Rechen-

k=1 k=l
regeln fiir konvergente Reihen die Konvergenz der Reihe Z(ak +b) = Z(mk + My).
k=1 k=1

Seite 5 von 8



DAV

Zulassungspriifung in Mathematik
DEUTSCHE am 20. Juni 2020

AKTUARVEREINIGUNG e.V.

Aufgabe 5. [1/ Punkte/
(a) [9 Punkte| Zeigen Sie, dass fiir alle z, y € [0, Z) mit = # y folgende Ungleichung gilt:

|tanz — tany| > |z — y|

(b) [5 Punkte] Schliefen Sie daraus, dass fiir alle z € (0, §) die Ungleichung tanz > z gilt.

Losung:

tanx — tany

(a) Aus dem Mittelwertsatz folgt fiir z, y € [0, ) die Gleichung =1+ tan%¢

mit einem & zwischen x und y. Wegen x # y ist £ # 0 und es folgt

tanz —tany‘ B

r—y
|1 + tan? {‘ = 1+ tan? ¢ > 1. Durch Multiplikation mit |z — y| folgt die Behauptung.

(b) Setzt man in der Ungleichung von Teil (a) y = 0 ein und beachtet tanz > 0 fiir z > 0, so
wird aus dieser Ungleichung gerade tanx > x.
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Aufgabe 6. [20 Punkte/ Die momenterzeugende Funktion m(t) fiir die Normalverteilung ist

_z /2
definiert durch m(t) = [ e® dx. Bestimmen Sie einen expliziten Ausdruck fiir m(t).

—00 \/7

Hinweis: Wenden Sie quadratische Ergénzung im Argument der Exponentialfunktion an und
[e.e]

nutzen Sie / e dr = V2.

—0o0

Losung:
Es ist ———i—tx = %(x2—2t$) = —%(m—t)2+%t2. Damit folgt unter Verwendung der Substitution
y =x —t fir festes t € R:

mit) = \/12? 7exp <—;(x _ 62+ ;ﬁ) do =

li /e 1 —t)?) e 1152 dr =
Rféo\/% <P 3l P2t )T

R—t 00
. 1 2 _y2 1 2 2
lim e/2/ey/2d = e/2/ eV dy = 2
R—o00 /27 Y Vo Y
r——00 r—t —00
—_—

Ver
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Aufgabe 7. [20 Punkte] Betrachten Sie die Funktion f : R x Rt — R, definiert durch den
Ausdruck f(z, y) = 22 +Iny.

(a) [4 Punkte] Zeigen Sie, dass y(t) = (3 —2t, 1 +1t), 0 <t < 1 eine Parameterdarstellung der
Verbindungsstrecke vom Punkt (3, 1) zum Punkt (1, 2) ist.

(b) /2 Punkte] Berechnen Sie den Einheitsrichtungsvektor langs dieser Strecke.

(¢) [8 Punkte] Bestimmen Sie die Richtungsableitung von f an der Stelle v(¢), ¢ € [0, 1] in die
in (b) ermittelte Richtung.

(d) /6 Punkte] Berechnen Sie den Mittelwert der in (c) bestimmten Richtungsableitungen.

Losung:

(a) Die Verbindungsstrecke von zwei Punkten z, und z, kann durch z,, +t(ge fga), 0<t<1
parametrisiert werden. Mit z, = (3, 1) und z, = (1, 2) erhélt man die Parameterdarstel-
lung v(t) = (3—2t, 1+1¢), 0 <t <1

o0 (-2
N O f(1>

2
(c) Die gesuchte Richtungsableitung ist fg(fy(t)) = Vf(’y(t)) . Mit Vf(z, y) = ( f) erhélt
y

man V f(y(t)) = (6_14t> . Daraus folgt f,(v(t)) = Vf(7(t)) »v = % (8t —12+ %th) .
T+

(d) Der Mittelwert der Richtungsableitungen ist

1 1
1 1 In2—38
O/fv(w(t))dtzo/5<8t—12+1+t> dt = N
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