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Hinweise:

e Als Hilfsmittel sind ein Taschenrechner, eine mathematische Formelsammlung sowie ent-
sprechende Literatur zugelassen.

e Die Gesamtpunktzahl betrdgt 120 Punkte. Die Klausur ist bestanden, wenn mindestens
60 Punkte erreicht werden.

e Bitte priifen Sie die Ihnen vorliegende Priifungsklausur auf Vollstindigkeit. Die Klausur
besteht aus 8 Seiten.

e Alle Antworten sind zu begriinden und bei Rechenaufgaben muss der Lésungsweg ersicht-

lich sein.
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Aufgabe 1. [18 Punkte] Berechnen Sie. ..

(a) [5 Punkte/ ... fir eine invertierbare Matrix A € M3 (R) die Determinante

det<(E3 —AT)(Bs+ A )" AT + (A2)T>;

(b) [7 Punkte/ ...in Abhéngigkeit von b € R den Rang der Matrix B mit

1 b b
B=|b 1 b]|;
¥ b o1
(c) [6 Punkte] ...fir h € R die Eigenwerte von
0 -1 0
H = h h+1 0

h+1 h+1 -1

Losung:
(a) Es gilt:

(5 A7) a0 0 07)

(b) Per elementare Zeilenumformungen erhélt man

1 b b2 1 b b2
rg|lb 1 b|l=rg|0 1-0> b-0],
2 b 1 0 0 1—b°

alsorg B =3, fallsbe R\ {—1,+1}, und

1 11
rg|l 1 1| =1firb=1bzw.rg| -1 1 —-1|=1flrb=-1.
111

(c) Fiir das charakteristische Polynom ¢g von H errechnet man direkt:
gg(\) =det(H — AE3) = —(A+ 1)(A = h)(A = 1).

H besitzt also die Eigenwerte £1 und h.

Seite 2 von 8



DAV
Zulassungspriifung in Mathematik
DEUTSCHE

. am 09. Oktober 2020
AKTUARVEREINIGUNG e.V.

Aufgabe 2. [18 Punkte] Es bezeichne L(A,b) die Losungsmenge des Gleichungssystems Az = b
mit der quadratischen Matrix A € My (R) und dem Vektor b € R2.

(a) [10 Punkte] Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:
(A) Fiir jedes A € My (R) gibt es ein b € R?, so dass L(A,b) genau ein Element enthiilt.
(B) Fiir jedes b € R? gibt es ein A € My (R), so dass L(A,b) genau ein Element enthélt.
(C) Fiir jedes b € R? gibt es ein A € My (R), so dass L(A,b) leer ist.

(D) Fiir jedes nicht invertierbare A € My (R) gibt es ein b € R?, so dass L(A, b) unendlich
viele Elemente enthalt.

2
(b) /8 Punkte] Geben Sie alle Matrizen A € My (R) an, so dass mit b := ( 2) gilt:

L(A,b) = (1) +R <_11> .

Losung:
(a) Die Aussage
(A) ist falsch, denn setze A = 0;
(B) ist wahr, denn wihle A = Ey;
(C) ist falsch, denn setze b = 0;

(D) ist wahr, denn wéhle b € Bild(A) und beachte, dass das zugehorige homogene lineare
Gleichungssystem unendlich viele Losungen enthélt.

()-(2) )

Lost man dieses lineare Gleichungssysteme aus vier Gleichungen fiir die vier Eintridge der

(b) Fiir A muss gelten

Matrix A, erhélt man die eindeutige Losung

=(44)
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Aufgabe 3. [16 Punkte] Es sei Py der reelle Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < 2
und

F: P — R?

0
R p,( )
P'(0)
(a) [4 Punkte] Zeigen Sie, dass F eine lineare Abbildung ist.

(b) [6 Punkte] Bestimmen Sie Bild(F") und Kern(F).

(c) [6 Punkte] Geben Sie darstellende Matrix My von F bzgl. der Basis {1, z, 2} von P, und

der Basis {<é> , <(1)>} von R? an.

Losung:

(a) Fiir p(z) = azx? + a1x + ag und () = box? + bz + by aus P, und \ € R gilt:

F(p+a) = (Zf N ’b’°> - (Zj) + (ZO) — F(p) + F(g) und

Fp) = (igf) )\ (Z‘i) = \F(p).

(b) Bild(F) = R2, denn:
Fiir beliebiges “0) € R setze p(z) := 2? + o1z + ag. Dann folgt F(p) = <a0> :
a1 o

Kern(F) = {as2? | az € R}, denn:

p € Kern(F) < F(p) = <a0> = <0> & p(z) = agz®.

a

(c) Wegen

rr= () =1 (2) c0-(9) = (2) =o- (1) - (2). re = ()

ergibt sich fiir die darstellende Matrix
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Aufgabe 4. [16 Punkte] Betrachten Sie eine reelle Zahlenfolge (an)n ¢y und die Zahlenfolge
(b”)neN’ definiert durch b, (an + an+1) n € N.

a unkte| Zeigen Sie: Falls die Folge (a, gegen die Zahl a konvergiert, so konvergiert
5 Punkte] Zei Sie: Falls die Fol neN die Zahl a k i ki i
(b")neN ebenfalls gegen a.

(b) [5 Punkte] Die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht. Um dies zu zeigen, geben Sie ein

Beispiel fiir eine divergente Folge (an) an so, dass die zugehorige Folge (b”)n cn kon-

neN
vergiert.

(c) [6 Punkte] Beweisen Sie: Falls die Folge (ay), ¢y monoton wichst und die Folge (bn)
konvergiert, dann konvergiert auch die Folge (an)

neN

neN’
Hinweis: Eine konvergente Folge ist beschrankt.

Losung:
(a) Aus hrn a, = a folgt zunéchst hm an+1 = a. Nach den Rechenregeln fiir konvergente
Folgen erglbt sich

1 1 1
lim §(an + Gny1) = 5 ( lim a, + hm an+1) = i(a +a)=a

n—oo —00

und nach Definition von b,, bedeutet dies lim b,, = a.
n—oo

(b) Fiir die Folge (an)neN, definiert durch a, = (—1)", n € Nist b, = 1 ((—=1)" + (-1)"*!) =
(Gl 1) (1+ (—1)) = 0. Die konstante Folge (b")neN ist konvergent, und wegen as, = 1 und
a2n+1 = —1 ist die Folge (an)n N divergent.

(c) Die konvergente Folge (b")n oy ist beschrankt, d.h. es gibt eine Konstante M so, dass fir

alle n € N die Ungleichung b,, < M gilt. Damit folgt aus der Monotonie der Folge (an)n N’

—_

1
an = (an +an) < i(an +an+1) =b, < M,

2
d.h. die Folge (an)n c it beschréankt. Damit ist die Folge (an)
Daraus folgt die Konvergenz der Folge (an)

monoton und beschrankt.
neN

neN’
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Aufgabe 5. [20 Punkte/ In einen Halbkreis mit Radius 1 um den Koordinatenursprung wird ein
gleichschenkliges Trapez einbeschrieben, d.h. ein zur y-Achse symmetrisches Trapez. Bestimmen
Sie die Koordinaten (z, y) mit > 0 des in der Skizze eingezeichneten Punktes, fiir den das
Trapez den grofiten Flacheninhalt hat.

(z, y)

Losung:
Zu einem vorgegebenem Wert von x erhélt man y = /1 — 2. Der Fliacheninhalt der Trapeze ist
12242 y=(z+1) y=(@+1)-VI-22=F(z),0<z < 1.

Die Ableitung dieser Funktion F' ist

—2x 1—2?)—z(x+1) -222-2+1

21— a2 V1— a2 V1—a?

Die Nullstellen von F’ stimmen mit den Nullstellen von 222 + 2 — 1 iiberein. Dieses Polynom
hat die beiden Nullstellen x; = % > 0 und z9 = —1 < 0. Damit hat die Funktion F folgendes
Monotonieverhalten: Fiir 0 < 2 < 3 ist F/(z) > 0 und die Funktion F ist streng monoton

wachsend. Fiir 3 < 2 < 1 ist F'(z) < 0 und die Funktion F ist streng monoton fallend. Daher

Fl(z) =vV1—-22+ (z+1)

wird das gesuchte Maximum an der Stelle z = % angenommen. Der zugehorige y-Wert ist @
und damit erhilt man den gesuchten Punkt zu (%, @)
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Aufgabe 6. [15 Punkte] Betrachten Sie die Funktion f(z) = / et gt fiir z € R.

0

(a) [5 Punkte] Bestimmen Sie das Taylorpolynom 71 (z) ersten Grades von f um zo = 0.
(b) [4 Punkte] Gegen Sie das Restglied R;(z) in der Darstellung von Lagrange an.
(c) [6 Punkte] Zeigen Sie: Fiir alle « € R gilt die Abschiitzung |R; (x)’ < 322

Einige Formeln aus der Formelsammlung sind:
sing - cosp = 3sin(2yp), sin?p = %(1 —cos(2p)), cos?p= %(1 + cos(2¢))
Sie diirfen ohne Nachweis die Ungleichung e < 3 verwenden.

Losung: Die Ableitungen der Funktion f sind:

f(a) = " und f"(z) =2cosz - (—sinx) - o’ —sin(2x) Leeos’T

(a) Das Taylorpolynom T; von f um zq ist 71(z) = f(0) + f'(0) - (x — 0) = e -x.

(b) Das Restglied ist

mit einem & zwischen o = 0 und z.

(¢) Aufgrund der Monotonie der e-Funktion erhélt man die Abschétzung

‘Rl(x)‘ _ ! |Sin(2§)| C et E 2 o 3

2
= - < —z“.
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4
Aufgabe 7. [17 Punkte] Betrachten Sie das Integral I = / z3e™ dx dy.
0

S —

(a) [4 Punkte] Skizzieren Sie den Integrationsbereich in der (z, y)-Ebene.
(b) /4 Punkte] Vertauschen Sie die Reihenfolge der Integrationen.

(¢c) [9 Punkte] Berechnen Sie das Integral I.

Losung:

(a) Der Integrationsbereich liegt rechts von der
Parabel = ,/y und links von der Geraden
x = 2 zwischen y =0 und y =4
Er ist in nebenstehender Skizze dargestellt.

2 X
(b) Durch Vertauschen der Integrationsreihenfolge erhélt man
4 2 2 22
//333621’ dr dy = //x?’e’”y dy dzx.
0 vy 00
(¢) Durch sukzessive Integration ergibt sich
2 22 2 y=x> 2
//a;3 e dydx = /:1:2 e dr = /(:1:2 ™’ —x2) dr =
0 0 0 y=0 0
2 8
1 1l 1 8 1 & o
3 3 0 3 3 3 3
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