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DAV Klausur Grundwissen
Ax DEUTSCHE Versicherungsmathematik

AKTUARVEREINIGUNG e.V. am 12.10.2019

Aufgabe 1. [Grundlagen aktuarieller Kalkulation, Grundlegende Eigenschaften von
Vertréagen] [8 Punkte]

Bei jeder Teilaufgabe ((a) bis (h)) ist genau eine Antwort ((i) bis (iv)) auszuwahlen.

(a) [1 Punkt] Welches Versicherungsprodukt wird aufsichtsrechtlich oft nicht dem
Bereich der Personenversicherungen zugeordnet, obwohl es sich inhaltlich um
eine Personenversicherung handelt?

(i) Berufsunfahigkeitsversicherung
(ii) Private Krankenversicherung
(iii) Private Unfallversicherung

(iv) Risikolebensversicherung

(b) [1 Punkt] Welche der folgenden Versicherungen erfordert gemaf § 164 (1) VAG
ein eigenstandiges Unternehmen fur die Leistungsbearbeitung?

(i) Kraftfahrzeugversicherung
(ii) Private Unfallversicherung
(iii) Rechtsschutzversicherung
(iv) Verbundene Hausratversicherung

(c) [1 Punkt] Mit welchem der folgenden Produkte lasst sich das Risiko der Lang-
lebigkeit typischerweise nicht absichern?

(i) Basisrente

(ii) Direktversicherung

(iii) Fondsgebundene Lebensversicherung
(iv) Risikolebensversicherung

(d) [1 Punkt] Welches der folgenden Produkte wird mittels expliziter staatlicher
Zulagen gefordert?

(i) Basisrente
(ii) Berufsunfahigkeitsversicherung
(iii) Pensionszusage

(iv) Riesterrente
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(e)

[1 Punkt] Welches der folgenden Produkte eines Kompositversicherers deckt
typischerweise keine Schaden ab, die durch Elementarereignisse verursacht
werden?

(i) Kraftfahrzeug-Kaskoversicherung
(ii) Private Haftpflichtversicherung
(iii) Verbundene Hausratversicherung
(iv) Verbundene Wohngebaudeversicherung

[1 Punkt] Bei welchem der folgenden Produkte wird fur die Bestimmung der
Hdhe maoglicher Versicherungsleistungen keine Versicherungssumme zu Ver-
tragsbeginn vereinbart?

(i) Krankheitskostenvollversicherung
(ii) Private Unfallversicherung
(iii) Risikolebensversicherung
(iv) Verbundene Hausratversicherung

[1 Punkt] Bei welchem der folgenden Produkte wird die Hohe der Versiche-
rungsleistung typischerweise nicht in Form einer Leistungsstaffel geregelt?

(i) Pflegetagegeldversicherung

(ii) Private Unfallversicherung

(iii) Verbundene Hausratversicherung
(iv) Zahnzusatzversicherung

[1 Punkt] Welche der folgenden Zeitdauern spielt bei der Pramienkalkulation
von Lebensversicherungsprodukten typischerweise keine Rolle?

(i) Abwicklungsdauer
(ii) Aufschubdauer
(iii) Beitragszahlungsdauer

(iv) Leistungsdauer
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Aufgabe 2. [Grundlagen aktuarieller Kalkulation, Elemente der Prémienkalkulation]
[16 Punkte]

Ein Kraftfahrtversicherer plant die EinfUhrung einer ,Einstiegspolice” fur 18-jahrige
Kundenkinder. Diese durfen damit fur insgesamt 3 Jahre mit allen PKWs ihrer Eltern
fahren. Falls ein Kind zum Ablauf dieser Phase einen eigenen Pkw kauft, besteht zu-
dem das Angebot dieses Fahrzeug 4 Jahre lang mit einer gunstigeren SF-Einstufung
in Kraftfahrt-Haftpflicht (KH) zu versichern. Die anschlieBende Einstufung hangt von
der Schadenanzahl N der ,Einstiegspolice“ab:

Bei Schadenfreiheit Gber die Gesamtzeit von 3 Jahren erfolgt die Einstufung in SF 3,
bei einem Schaden in SF 2 und bei zwei Schaden in SF 1, jeweils anstelle des sonst
ublichen Beginns in SF 0. Bei mehr als zwei Schaden erfolgt keine Verglnstigung.
Das Kraftfahrt-Aktuariat bewertet die angebotene vergunstigte SF-Einstufung eines
18-jahrigen Kindes mit folgenden vereinfachten Annahmen:

vorschussige jahrliche Pramienzahlung bei allen Produkten des Versicherers

e g =50% Wkt., dass nach 3 Jahren kein eigenes Fahrzeug versichert oder N > 2
e g’ = 5% WKkt., dass nach 3 Jahren eigenes Fahrzeug versichert mit N = 2

e g =5% Wkt., dass nach 3 Jahren eigenes Fahrzeug versichert mit N =1

e g’ = 40% Wkt., dass nach 3 Jahren eigenes Fahrzeug versichert mit N =0

e schadenfreier Verlauf der eigenen Fahrzeugpolice des Kindes in ersten 4 Jahren
nach Ablauf der Einstiegspolice

e Zinssatz fur Diskontierung r = 0%
e kein Storno in allen Policen des Versicherers

SF-Staffel des Versicherers mit folgenden SF-Klassen und SF-Faktoren fiSF (Auszuq):

SFi\ 0 1 2 3 a 5 6 7 8
f° \100% 90% 80% 70% 60% 50% 40% 35% 33%

KH-Durchschnittsbeitrage X abhangig vom VN-Alter x vor Anrechnung der SF-
Faktoren f>F aus dem Bestand des Versicherers:

Alterx‘ 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27
X ‘1300 1200 1100 1000 900 800 700 650 620 600

Beispielsweise lautet der durchschnittliche KH-Beitrag eines 19-jahrigen Fahrers
in SF 1 hiermit ﬁ}g = ﬁ}g ~f15F =1200-90% = 1080.
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(a) [1 Punkt] Geben Sie die Versicherungsdauer n und die Leistungsdauer n* der
beschriebenen ,Einstiegspolice” (jeweils in Jahren) an.

(b) [10 Punkte] Berechnen Sie die Leistung L: bzgl. der SF-Besserstellung in der
Sparte KH mittels der GréRen X und ffF fur jeden Zeitpunkt t der aus (a)
abgeleiteten Modelldauer n.

Verwenden Sie dabei Fallunterscheidungen, wo erforderlich, und geben Sie fur
die verschiedenen Falle die jeweiligen Eintrittswahrscheinlichkeiten an.

(c) [5 Punkte] Berechnen Sie den erwarteten SF-Anwartschaftsbarwert E(L) eines
18-jahrigen Kindes fur die Sparte KH basierend auf Ihren Ergebnissen aus (b).
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Aufgabe 3. [Grundlagen aktuarieller Kalkulation, Modelle der Risikotheorie, Pramien-
prinzipien] [12 Punkte]

Der Gesamtaufwand Sk°! eines Risikos soll fiir die Tarifkalkulation analysiert wer-
den mittels kollektivem Modell:

N
Skoll — ZX]
=

Es ist bekannt, dass die Anzahl der Finanzaufwande N eine Poissonverteilung mit
Parameter A = 0,5 aufweist und die HOhen der Finanzaufwande X; eine Exponential-
verteilung mit Erwartungswert 2.000 besitzen.

Alle Zufallsvariablen werden als stochastisch unabhangig angenommen.

(a) [4 Punkte] Bestimmen Sie die Bruttorisikopramie P* des Risikos Sk mittels
Varianzprinzip mit dem Parameter 6 = 0,00005.

(b) [4 Punkte] Es soll nun ein allgemeiner Vergleich zwischen kollektivem und in-
dividuellen Modell der Risikotheorie durchgefuhrt werden. Geben Sie eine ana-
loge Formel zur obigen Formel fur das individuelle Modell an und nennen Sie
anhand Ihrer Formel drei wesentliche Unterschiede zum kollektivem Modell.

(c) [2 Punkte] Zeigen Sie mit einem Beweis, dass das Varianzprinzip fur zwei sto-
chastisch unabhangige Risiken R1; und R, additiv ist.

(d) [2 Punkte] Zeigen Sie mit einem Gegenbeispiel, dass das Standardabweichungs-
prinzip fir zwei stochastisch unabhangige Risiken R; und R; nicht additiv ist.
Verwenden Sie als Beispiel zwei exponentialverteilte Zufallsvariablen.
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Aufgabe 4. [Schadenversicherungsmathematik, Schadenkennzahlen] [12 Punkte]

(a) [4 Punkte] Was ist ein Exposuremals? Welche Gutekriterien fur Exposuremalie
gibt es? Nennen Sie drei bekannte Exposuremalie.

(b) [6 Punkte] Gegeben sei ein Bestand von funf Vertragen (= Risiken), die die fol-
genden Versicherungsdauern, Versicherungssummen, Jahresbeitrage und ggf.
Schaden innerhalb eines (vergangenen) Kalenderjahres aufweisen:

Risiko Vertragsdauer Vers.-  Jahres- Schadenhdhen
von ... bis... summen beitrag Erster Zweiter
1 01.01. 30.09. 100 6
2 01.01. 30.06. 200 9 5
3 01.01. 31.12. 200 11 10 20
4 01.04. 31.12. 500 20
5 01.01. 31.12. 500 30 2 3

Berechnen Sie den Schadendurchschnitt und den Schadengrad dieses Bestan-
des.

(c) [2 Punkte] Ist die Profitabilitat eines Bestandes (nicht speziell der Bestand aus
(b)) gewahrleistet, wenn die Schadenquote unter 100 % liegt? Begrinden Sie
Ihre Antwort.

Seite 7 von 17



DAV Klausur Grundwissen
Ax DEUTSCHE Versicherungsmathematik

AKTUARVEREINIGUNG e.V. am 12.10.2019

Aufgabe 5. [Schadenversicherungsmathematik, Tarifierung, Risiko- und Tarifmerk-
male, Tarifierungsmodelle] [22 Punkte]

(a) [2 Punkte] Was ist im Kontext der Tarifierung eine Risikoklasse?

(b) [3 Punkte] Ist das Geschlecht der versicherten Person(en) in der Schadenversi-
cherung (in der EU) in der Regel ein Risikomerkmal und/oder ein Tarifmerkmal?

(c) [10 Punkte] Skizzieren Sie ein geeignetes additives Modell zur Tarifierung in

der PKW-Haftpflichtversicherung, bei dem die Nettorisikopramien in Abhangig-
keit der drei Merkmale Bundesland, PS und jahrliche Kilometerleistung ange-
setzt werden.
Hinweis: Verzichten Sie sowohl auf die Spezifizierung der moglichen Merkmals-
auspragungen als auch auf die Angabe bzw. Schatzung etwaiger konkreter
Zahlenwerte. Beschreiben Sie also ausschlieBlich den allgemeinen Modellan-
satz.

(d) [4 Punkte] Was beschreibt die Multikollinearitat? Was hat der Begriff mit der
Auswahl der Tarifmerkmale zu tun?

(e) [3 Punkte] Erlautern Sie grob den Einsatz verallgemeinerter linearer Modelle
(GLM) in der Tarifierung.
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Aufgabe 6. [Schadenversicherungsmathematik, Reservierungsverfahren] [20 Punk-
te]

(@) [6 Punkte] Was versteht man unter einem Abwicklungsmuster fur Schaden-
quotenzuwachse?

(b) [11 Punkte] Die folgende Tabelle enthalt fur die Anfalljahre 2015 bis 2018 die
beobachteten Schadenstande S; « fur die Abwicklungsjahre k=0, 1, 2, 3:

Abwicklungsjahr k

Anfalljahr {
0 1 2 3

2015 250 400 500 525
2016 300 600 700
2017 240 422

2018 400

(i) [6 Punkte] Schatzen Sie die Reserven fur die Anfalljahre 2017 und 2018
mit dem Chain-Ladder-Verfahren.

(i) [5 Punkte] Bestimmen Sie die Loss-Development-Pradiktoren fur das An-
falljahr 2018 unter Verwendung der a-priori-Schatzer

Yo =0,60,7,=0,85,7,=0,95,73=1,00

fur die Quoten der Abwicklungsjahre k=0, 1, 2, 3.
Hinweis: Die Schatzer der Reserven und Pradiktoren sind auf eine Nach-
kommastelle gerundet anzugeben.

(c) [3 Punkte] Was ist (unabhangig von der Tabelle in (b)) im Kontext der Reser-
vierung der Nachlauf?
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Aufgabe 7. [Personenversicherungsmathematik, Zustandsmodell] [18 Punkte]

Wir betrachten im Rahmen des allgemeinen Bevoélkerungsmodells der Personenver-
sicherungsmathematik das Modell einer zusammengesetzten Ausscheideordnung
mit der Hauptgesamtheit der Aktiven und den beiden Ausscheideursachen

1. Invaliditat und
2. Tod.

Es bedeuten auf der Basis eines geeigneten Wahrscheinlichkeitsraumes (Q, A, P)
bei einem Aktiven die folgenden Zufallsvariablen:

X1: Alter bei Eintritt der Invaliditat bei Geburtsjahrgang G
X>: Alter bei Eintritt des Todes bei Geburtsjahrgang G

Es gilt insbesondere die Voraussetzung der Zyklenfreiheit.

(a) [4 Punkte] Erlautern Sie die beiden Begriffe der Zwillingsfreiheit und der Zy-
klenfreiheit in diesem Modell.

(b) [10 Punkte] Dricken Sie die folgenden Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe der Zu-
fallsvariablen X1 und X3 aus:

. q}(: Wahrscheinlichkeit eines Aktiven des Alters x innerhalb eines Jahres
aus dem Bestand der Aktiven durch Tod auszuscheiden

. qf(: Wahrscheinlichkeit eines Aktiven des Alters x innerhalb eines Jahres
zu versterben

. qi: Wahrscheinlichkeit eines Aktiven des Alters x innerhalb eines Jahres
aus dem Bestand der Aktiven durch Invaliditat auszuscheiden und noch
im gleichen Jahr als Invalider zu versterben

. q;‘;: Wahrscheinlichkeit eines Aktiven des Alters x innerhalb eines Jahres
aus dem Bestand der Aktiven durch Invaliditat auszuscheiden

. qi: Wahrscheinlichkeit eines Invaliden des Alters x innerhalb eines Jahres
aus dem Bestand der Invaliden durch Tod auszuscheiden

(c) [4 Punkte] Das obige Bevolkerungsmodell findet insbesondere in den Heubeck-
Richttafeln 2018 G Anwendung.
Stellen Sie g2 mit Hilfe der dort verwendeten Bezeichnungen fiir g, g2 und g2
dar.
Hinweis: Gefordert ist damit insbesondere, dass nur einjahrige Ausscheide-
wahrscheinlichkeiten bezogen auf x € Ny in der Darstellung verwendet wer-
den.
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Aufgabe 8. [Personenversicherungsmathematik, Prémien und Reserven] [12 Punk-
te]

Wir betrachten im allgemeinen Bevdlkerungsmodell der Personenversicherungsma-
thematik eine zum Vertragsbeginn x-jahrige Person der Hauptgesamtheit bezutglich
der h Ereignisse auftreten konnen, die zu Leistungsanspriuchen oder Leistungsan-
wartschaften fUhren. Es bestehe folgende Verpflichtung:

e Bei Ausscheiden aus der Hauptgesamtheit im Altersintervall ]Jx+ m, x+ m+ 1]
aufgrund der Ausscheideursache i, i=1,..., h, wird die Reserve zum Ende des
Jahres ,,+1Vx am Ende des Jahres ausgezahlt.

e Bei Erreichen der Altersgrenze z wird eine Altersleistung fallig, deren Barwert
mit ,L(9) bezeichnet werde (mit n = z—Xx).

(a) [8 Punkte] Bekanntlich wird mit ,[x der Erwartungswert der gesamten Leis-
tung bezeichnet, die durch Erreichen des Altersintervalls Jx + m,x + m + 1]
ausgeldst werden kann, diskontiert auf den Beginn dieses Jahres.

Geben Sie mLx, m=0,1,...,n, fir die beschriebene Verpflichtung an und be-
rechnen Sie die Pramie ,,Px,m=0,1,...,n—1.

(b) [4 Punkte] Bestimmen Sie nun die Sparpramie mPf( und die Risikopramie mP)’j
furm=20,1,...,n—1. Interpretieren Sie das Ergebnis.
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Aufgabe 9. [Personenversicherungsmathematik, Erflllungsbetrag] [6 Punkte]

Es seien M und N Zufallsvariablen eines geeigneten Wahrscheinlichkeitsraums
(Q, A, P). Dabei sei:

M: Anzahl der vollendeten Jahre bis zum Tod eines x-jahrigen Mannes und
N: Anzahl der vollendeten Jahre bis zum Tod einer y-jahrigen Frau

mit M und N unabhangig.

Wir betrachten folgende Erfullungsbetrage von ungewissen Verpflichtungen:

B, = Vmin(M,N)+1

Bz = émin(M,N)+1
B3 = vM+1 sanzm - Linsmy

Beschreiben Sie genau, um welche Art Verpflichtungen es sich bei B1, B, und B3
handelt (insbesondere unter Angabe wie viele Zahlungen zu leisten sind und wann
diese fallig werden).
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Aufgabe 10. [Lebensversicherungsmathematik, Standardformeln] [8 Punkte]

(a)

(b)

[3 Punkte] Bestimmen Sie die Menge der moéglichen Zahlungsstrome einer auf-
geschobenen Rentenversicherung.

Wie lautet die Formel fur den Erwartungswert des Erfullungsbetrags?
(Konditionen der Versicherung:

jahrliche Rentenhohe 12.000; Alter bei Vertragsbeginn 45; Alter bei Rentenbe-
ginn 65; die Renten werden am Jahresanfang vorschussig gezahlt)

[3 Punkte] Wie lautet das Aquivalenzprinzip, mit dem eine konstante jahrlich
vorschussige Nettopramie einer aufgeschobenen Rentenversicherung kalku-
liert werden kann?

Leiten Sie damit eine Formel fur die Pramie her, wenn die Pramienzahlung
nur wahrend der Aufschubphase erfolgt. Verwenden Sie dabei die Konditio-
nen wie aus Teil (a). Kalkulieren Sie auBerdem einen beitragsproportionalen
Kostenschlag in Hohe von 5% wahrend der Beitragszahlungsdauer und einen
rentenproportionalen Kostenzuschlag in Hohe von 1 % in der Rentenphase ein.
Bitte benutzen Sie die aktuarielle Notation fur Leistungsbarwerte.

[2 Punkte] Welche Art von Sterbetafel kommt fur die Kalkulation in (a) und (b)
zum Einsatz? Warum?
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Aufgabe 11. [Lebensversicherungsmathematik, Beteiligung an Bewertungsreser-
ven] [10 Punkte]

(a) [2 Punkte] Was sind Bewertungsreserven (Stille Reserven/Stille Lasten)?

(b) [5 Punkte] Wie werden Versicherungsnehmer an den Bewertungsreserven be-
teiligt?
Gehen Sie insbesondere auch auf die Bewertungsreserven bei festverzinsli-
chen Wertpapieren ein und erlautern Sie den Begriff des ,,Sicherungsbedarfs”.

(c) [3 Punkte] Wann sind Vertrage fur eine Beteiligung an Bewertungsreserven
anspruchsberechtigt?
Geben Sie sowohl ein Beispiel fur eine anspruchsberechtigte als auch fur eine
nicht anspruchsberechtigte Lebensversicherung an.
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Aufgabe 12. [Pensionsversicherungsmathematik, Besonderheiten der Prémien- und
Reserveermittlung] [18 Punkte]

In den internationalen Bilanzierungsstandards (IFRS und US-GAAP) findet die Pro-
jected Unit Credit Methode Anwendung, nach der die Ruckstellung fur ubliche Leis-
tungszusagen in folgender Form dargestellt werden kann:

n—m
k m B
mVX=ZV °kp§+m'm—+k'm+ka m=0,1,...,n
k=0

Wir betrachten dabei wieder eine zum Vertragsbeginn x-jahrige Person der Haupt-
gesamtheit der Aktiven bezlglich der die Ereignisse Invaliditat und Tod auftreten
kénnen, die zu Leistungsansprichen oder Leistungsanwartschaften fuhren.

m+kLx bezeichne den Erwartungswert der gesamten Leistung, die durch Erreichen
des Altersintervalls ]Jx+ m+k, x+ m+ k+ 1] ausgeldst werden kann, diskontiert auf
den Beginn dieses Jahres.

n bezeichne die Anzahl der Jahre bis zum Pensionierungsalter z, also n =z — x.

(a) [10 Punkte] Zeigen Sie mittels der versicherungsmathematischen Bilanzglei-
chungen, dass sich die Pramie in dieser Definition der Projected Unit Credit
Methode wie folgt darstellen lasst:

n—m
mPX=ZV .kp)(:+m.m_+k.m+kl_x m=0,1,...,n—1
k=1

(b) [8 Punkte] Wir betrachten nun eine Verpflichtung, die nur eine ab dem Pen-
sionierungsalter z beginnende, lebenslanglich laufende, jahrlich vorschuissig
zahlbare Altersrente vorsehe. Weitere Leistungen werden nicht gewahrt.

Zeigen Sie, dass fur eine solche Zusage in der Projected Unit Credit Methode
ein steigender Pramienverlauf angesetzt wird, d.h. es gilt:

mPy < me1Py m=0,1,...n—2
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Aufgabe 13. [Krankenversicherungsmathematik, Rechnungsgrundlagen] [8 Punk-
te]

(a) [2 Punkte] Was verstehen Aktuare in der Krankenversicherung unter Wartezeit-
und Selektionsersparnissen?

(b) [4 Punkte] Erlautern Sie die Methode von Rusam und die mit dieser Methode
verbundenen Vorteile fur die Kalkulation.

(c) [2 Punkte] Skizzieren Sie approximativ den Kopfschadenverlauf in Abhangig-
keit vom Alter fur Zahnersatz-Leistungen.
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Aufgabe 14. [Krankenversicherungsmathematik, Beitragsanpassungs-
klausel] [10 Punkte]

(@) [3 Punkte] Warum gibt es in der Privaten Krankenversicherung fur gewisse
Produkte eine Beitragsanpassungsklausel?

(b) [4 Punkte] Wie ist der Auslosende Faktor fur die Kopfschaden definiert?
Erldutern Sie in diesem Zusammenhang jeweils unter Angabe einer Formel
und einer Erklarung aller verwendeten GrofSen auch die Begriffe , erforderliche
Versicherungsleistungen“ sowie ,kalkulierte Versicherungsleistungen®.

(c) [3 Punkte] Die Neugeschaftspramien (netto) in Abhangigkeit vom Alter seien
wie folgt gegeben:

Eintrittsalter 25 30 35 40 45

Nettopramie (in Euro) 1.255 1.547 1.856 2.183 2.541

Wir betrachten eine Person mit Vertragsabschluss im Alter 30 sowie eine zwei-
te Person mit Vertragsabschluss im Alter 35.

Wie hoch fallt jeweils die Beitragsanpassung nach funf Jahren aus, wenn alle
Kopfschaden nach funf Jahren um 10 % gestiegen sind? (Netto-Betrachtung)
Erldutern Sie die Ergebnisse fur die beiden Personen und gehen Sie dabei ins-
besondere auch auf Unterschiede ein.
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Losungshinweise zu Aufgabe 1
[jeweils 1 Punkt]
(@): (iii) (b): (iii) (c): (iv) (d): (iv) (e): (ii) (f): (i) (9): (iii) (h): (i)



Losungshinweise zu Aufgabe 2

(a) [1 Punkt, es genlgt die Angabe der Dauern, die genannten Begrtindungen

dienen lediglich der Erlauterung.]

e Versicherungsdauer n = 3 Jahre, namlich fur Fahren mit PKWs der Eltern
und Entscheidung in t = 3 Uber optional anschlieBende SF-Besserstellung

e Leistungsdauer nt =7 Jahre, namlich 3 Jahre Versicherungsschutz als wei-
terer Fahrer (t = 0 bis t = 3) und optional 4 Jahre Beitragsersparnis durch

vergunstigte SF-Einstufung (t =3 bist=7)

[10 Punkte] Aus a) folgt flr die Modelldauer n = max{n;n*} =max{3;7} =7.
Die Leistungen L (t = 0,...,7) lauten unter der Voraussetzung eines 4 Jahre
schadenfreien Verlaufs der eigenen Fahrzeugpolice des Kindes wie folgt:

Lo=0
L1=0
L2=0
0 mit Wkt. q
L= A21 — 421 = 7121 (£5F — £5F) = 1000 - (100% — 90%) = 100 mit Wkt. g’
A21 — A21 = 7121 . (£5F - £3F) = 1000 - (100% — 80%) = 200 mit Wkt. g”/
(A2 — A1 = 721 (f5F — £5F) = 1000 - (100% — 70%) = 300 mit Wkt. g
(0 mit Wkt. g
Lom #22 — 422 = 7122 (£5F — £5F) = 900 - (90% — 80%) = 90  mit Wkt. g’
22 — 722 = 422 . (£5F — £5F) = 900 - (90% — 70%) = 180 mit Wkt. g”
22 — 722 = 422 . (F5F — f2F) = 900 - (90% — 60%) = 270 mit Wkt. g’
0 mit Wkt. g
L= #23 — 7423 = 7123 . (£5F — £5F) = 800 - (80% — 70%) =80  mit Wkt. g’
723 — 723 = 7123 . (£5F — £2F) = 800 - (80% — 60%) = 160 mit Wkt. "/
(723 — 23 = 723 (F5F — f5F) = 800 - (80% — 50%) = 240 mit Wkt. g/
0 mit Wkt. g
L= | 24 — 424 = 7124 . (F5F — f2F) =700 - (70% — 60%) =70  mit Wkt. g’
A24 — 724 = 7124 . (£5F — f£F) =700 - (70% — 50%) = 140 mit Wkt. g
24 — 724 = 7124 (£5F — £2F) = 700 - (70% — 40%) = 210 mit Wkt. g"*/




Gemals Aufgabenstellung gilt fur die Eintrittswahrscheinlichkeiten der vier mog-
lichen Falle:

e nach 3 Jahren kein eig. Fahrzeug versichert oder N > 2 mit Wkt. g = 50%
e nach 3 Jahren eigenes Fahrzeug versichert in SF 1 mit Wkt. g’ =5%

e nach 3 Jahren eigenes Fahrzeug versichert in SF 2 mit Wkt. q”’ = 5%

e nach 3 Jahren eigenes Fahrzeug versichert in SF 3 mit Wkt. g’/ = 40%

(c) [5 Punkte] Der erwartete SF-Anwartschaftsbarwert E(L) lasst sich berechnen
als diskontierte wahrscheinlichkeitsgewichtete Summe aller moéglichen Bei-
tragsersparnisse L (t = 0,...,7). Zunachst qilt fur die Erwartungswerte der
einzelnen Versicherungsleistungen:

E(L) =0 (i=0,1,2,7)

E(Lz) =0,5-0+0,05-100+0,05-200+0,4-300=135
E(Ls) =0,5-0+0,05-90+0,05-180+0,4-270=121,5
E(Ls) =0,5-0+0,05-80+0,05-160+0,4-240=108

E(Le) =0,5-0+0,05-70+0,05-140+0,4-210=194,5

7 7 E(L
= E(L)= Y D(t)-E(L) =) ) _ 135+ 121,5+ 108 + 94,5 = 459
t=0 t=0

(Lt
1,00t
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(@) [4 Punkte] Anmerkung: Wegen N ~ P(A) ist S¥!l zusammengesetzt Poisson-
verteilt.

Fur die Verteilung der Hohe der Finanzaufwande X gilt (1 Punkt):

1 1
X ~ Exp(a), E(X)=2000=— =>qQ=——
p(a), E(X) . 5000

2
= E(X?) = Var(X) + (E(X))* = iz + (E)
a a

=2000% + 20002 = 8.000.000

Die erste und zweite Formel von Wald far Erwartungswert und Varianz von
skoll yereinfachen sich im Spezialfall der zusammengesetzten Poissonvertei-
lung wie folgt (jeweils 1 Punkt):

E(s*) =X-E(X)=0,5-2000=1000
Var(s*") =X .E(X?)=0,5-8.000.000 = 4.000.000.

Gemal Varianzprinzip gilt fur die Bruttorisikopramie (1 Punkt):

P+ =H(s*") = E(s*") + & -Var(sk") = 1000 + 0,00005 - 4.000.000 = 1200

(b) [4 Punkte] Eine analoge Formel fur das individuelle Modell lautet (1 Punkt):

n
Zufallsvariable Snd = Z Y,
i=1
Folgende wesentlichen Unterschiede lassen sich benennen (jeweils 1 Punkt, in
der Aufgabenstellung sind nur 3 Punkte gefordert):

e Im individuellen Modell beschreibt n die Anzahl der individuell betrachte-
ten Risiken und ist deterministisch, wahrend im kollektiven Modell N die
Anzahl der Finanzaufwande beschreibt und eine Zufallsvariable ist.

¢ Im individuellen Modell berechnet sich der Gesamtaufwand als endliche
Summe, wahrend er im kollektiven Modell eine Zufallssumme darstellt.

e Im individuellen Modell beschreiben die Y; jeweils den kumulierten Finanz-
aufwand eines Risikos, wahrend im kollektiven Modell die betrachten X;
jeweils die H6he eines einzelnen Finanzaufwands beschreiben.

e Die Y; konnen jeweils mit positiver Wahrscheinlichkeit den Wert Null an-
nehmen, wahrend die X; jeweils strikt positiv, also insbesondere ungleich
Null, sind.



e Die Y; sind im Allgemeinen (abgesehen vom Fall Spezialfall eines homo-
genen Kollektivs) stochastisch unabhangig, aber nicht notwendigerweise
identisch verteilt, wahrend die X; per Voraussetzung unabhangig und iden-
tisch verteilt sind.

(c) [2 Punkte] Beweis der Behauptung:

H(R1+ R2)=E(R1+ R2)+ é-Var(R1 + R3)
=E(R1) + E(R2)+ 6-Var(R1 + R2)
=E(R1) + E(R2)+ 6-(Var(R1) + Var(R3))
=E(R1)+ 6-Var(R1) + E(R2) + 6 - Var(R2) = H(R1) + H(R3).

Die erste und letzte Identitat ergibt sich direkt aus der Definition des Varianz-
prinzips, die zweite lIdentitat folgt aus der Linearitat des Erwartungswerts und
die dritte ldentitat gilt fur die Varianz unter der getroffenen Voraussetzung,
dass R1 und R; stochastisch unabhangig sind.

(d) [2 Punkte; hier sind verschiedene Gegenbeispiele méglich]
Widerlegung der Behauptung durch Gegenbeispiel R1, R ~ Exp(1)

Einerseits gilt furi=1, 2:
E(R)=1, Var(R)=1 =>H(R)=E(R)+6-y/Var(R)=1+6-V1=1+6
Andererseits gilt fur die Faltung der beiden Exponentialverteilungen:
R1+R2~T(1,2) =>E(R1+R2)=§=2, Var(R1+R2)=%=2
= H(R1 +R2) =E(R1+R2)+6-Var(Ry +R2) =2+ 6-+2
Wegen 2 < 2 ergibt sich fiir beliebiges § > 0:

H(R1+R2)=2+6-V2#2+6-2=H(R1)+H(R>2)
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(a) [4 Punkte] Exposuremalie messen das Gefahrdungspotenzial (Exposure) ei-
nes (versicherten) Bestandes oder (seltener) einer versicherungstechnischen
Einheit (Vertrag). Entsprechend bewerten Exposuremalle das versicherungs-
technische Risiko bzw. den Schadenbedarf eines Bestandes oder einer versi-
cherungstechnischen Einheit. Qualitatskriterien fur Exposuremafle sind

e die Proportionalitat zum Risiko,
e die Praktikabilitat und
e die Zeitstabilitat des MalSes.

Bekannte Beispiele fur ExposuremafRe (fur Bestande) sind die folgenden Volu-
menmalie:

e Jahreseinheiten = Anteile eines Jahres, fur die Versicherungsschutz be-
steht,

Anzahl der Vertrage,

Anzahl der Risiken,

Anzahl der Risiken,

kumulierte Versicherungssumme,
e Summe der Beitrage.

(b) [6 Punkte] Wegen
S = Gesamtschaden=5+10+20+2+3 =40

und der Schadenanzahl N =5 ergibt sich der Schadendurchschnitt als

S 40

N 5

FUr den Schadengrad SD ist noch die durchschnittliche Versicherungssumme
Vo unter Berlcksichtigung der Jahreseinheiten zu bestimmen:

Durchschnittliche kumulierte Versicherungssumme v
Vo = -
0 Anzahl der Jahreseinheiten no

100-0,75+200-0,5+200-1+500-0,75+500-1
0,75+0,5+1+0,75+1

1.250

4
=312,5




Der Schadengrad betragt somit
SD

SG = = =2,56 % = 25,6 %c.
Vo 312,5

(c) [2 Punkte] Eine Schadenquote unter 100 % sichert keinesfalls die Profitabilitat
eines Bestandes, da sie — im Gegensatz zur Combined Ratio — die Kosten des
Versicherungsver- und -betriebs noch nicht bertcksichtigt.
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(a) [2 Punkte] Eine Risikoklasse besteht aus genau den Risiken, die bei samtlichen
Tarifmerkmalen die gleichen Auspragungen aufweisen. (Risikoklassen werden
auch als Tarifklassen oder Tarifzellen bezeichnet.)

(b) [3 Punkte] Seit EinfUuhrung der EU-weiten Unisex-Tarifierung 2012 ist das Ge-
schlecht nicht mehr als Tarifmerkmal zugelassen. In den meisten Zweigen der
Schadenversicherung zahlt es auch nicht zu den relevanten Risikomerkmalen.
Ausnahmen sind die Unfall- und Kraftfahrtversicherung.

(c) [10 Punkte] In die Modellierung gehen insbesondere die folgenden GroRen ein:
r := Anzahl der Tarifmerkmale = 3

M := 1. Tarifmerkmal = Bundesland (Region)
M, = 2. Tarifmerkmal = PS (kw) des versicherten PKW
M3 := 3. Tarifmerkmal = Jahrliche Kilometerleistung (in km)
nk := Anzahl der verschiedenen Auspragungen des k-ten Tarifmerkmals, k=1, 2, 3
aj k :=j-te Auspragung des k-ten Tarifmerkmals, j=1,...,nx; k=1,2,3

Jedem Risiko wird das Tripel der Auspragungen:

(Gil,l, aiy,2, ai3,3)

der drei Tarifmerkmale zugeordnet. Dieser Vektor legt dann genau eine Risiko-
klasse = Tarifzelle durch das Tripel (i1, (2, i3) eindeutig fest. Mit dem Schaden-
bedarf des gesamten Bestandes:

Gesamtschaden

~ Kumulierte Jahreseinheiten (VolumenmaRe)

wird die Nettorisikopramie by, ;,,i; fur die Tarifzelle (i1, iz, (3) in einem additiven
Modell angesetzt als:

b[1,12,13 =sb+ Uy, + Uz, + U35

Dabei sind die GroBen uk,;, die Marginalsummanden, die den mittleren additi-
ven Einfluss der Auspragungen auf die Schadenaufwendungen quantifizieren,
j=1,...,ng;k=1,2,3. Sie sind im Rahmen der verschiedenen Tarifierungs-
verfahren geeignet festzulegen.



(d) [4 Punkte] Multikollinearitat ist eine unerwlnschte Eigenschaft in (Regressions-)
Modellen der multivariaten Statistik mit mehreren erkldrenden Variablen. Sie
liegt vor, wenn die erklarenden Variablen nicht unkorreliert, also auch nicht
stochastisch unabhangig sind. Bei der Auswahl von mehr als einem Tarifmerk-
mal ist anzustreben, dass die ausgewahlten Tarifmerkmale moglichst keine
Multikollinearitat aufweisen. Andernfalls kann es zu Verzerrungen bei Schat-
zern fur die Modellparameter und bei Konfidenzintervallen kommen. So kénn-
ten z. B. gleichartige Einflusse falschlich mehrfach in die Pramien eingehen.

(e) [3 Punkte] Die verallgemeinerten linearen Modelle (GLM) entsprechen dem
Ansatz

;

g(E(YIX=X))=ao+ > ai-Xi

i=1

Dabei ist im Kontext der Tarifierung Y der zufallige (zu erklarende) Schaden-
aufwand (abhangige Variable/Regressand) und X = (X1, ..., X;) ist der Zufalls-
vektor der r Tarifmerkmale (unabhangige Variablen/Regressanden). Das obige
GLM setzt also den (durch die Link-Funktion g) transformierten bedingten Er-
wartungswert des Schadenaufwands, gegeben die Realisierungen (x1,..., X;)
der Tarifmerkmale, als multiple lineare Funktion an.
Die (Regressions-)Koeffizienten agp, as, ..., ar sind geeignet zu schatzen.
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(a) [6 Punkte] Abwicklungsmuster unterstellen generell fir ausgewahlte zentra-
le Kennzahlen der Schadenabwicklung bestimmte Systematiken und erklaren
die Abweichungen von diesen systematischen GrofSen (Erwartungswerte) als
zufallige und unsystematische Schwankungen. Abwicklungsmuster speziell fur
Schadenquotenzuwachse verwenden die folgenden Grolen:

Zik = (Schadenstand-)Zuwachs im k-ten Abwicklungsjahr fur das Anfalljahr (

1m; = Pramieneinnahmen (Volumenmal) in Anfalljahr (.

Somit bilden fur jedes Anfalljahr i die erwarteten Schadenzuwachse im k-ten
Abwicklungsjahr im Verhaltnis zu den (deterministischen) Pramieneinnahmen
die erwarteten Schadenquotenzuwachse

E[Zik]

T

Ein Abwicklungsmuster fur diese erwarteten Schadenquotenzuwachse unter-
stellt, dass es anfalljahrunabhangige Parameter o, 1, ..., Cn gibt mit

E[Z;
Cp = [Zik]

T

(b) (bl) [6 Punkte] Fur die Schatzer der Chain-Ladder-Faktoren gilt

Fo = 520153 _ 325 _ 105
S20152 500
(’ﬁCL — 52015,2 + 52016,2 _ 500+ 700 _ 1.200 —120
2 S2015,1 + S2016,1 400+ 600 1.000 ’
R S52015,1 + S2016,1 + S2017,1 400+ 600+ 422 1.422
o7 = = = =1,80
1 S2015,0 + S2016,0 + S2017,0 250+ 300+ 240 790
Fur die Pradiktoren der Chain-Ladder-Endschadenstande gilt somit
S 5 1=52017,1+®5"- 95t =422-1,20-1,05=531,7
und
et 5 1=S20180 P BSt - Bt =400-1,8-1,20-1,05 = 907,2

Fur die Chain-Ladder-Reserven ergibt sich daraus:
CL ._ &cCL — —
R3017 1= 52017,3 — 520171 =531,7—-422=109,7

CL . cCL _ —
R2018 = 52018,3 —52018,0=907,2—400=507,2



(b2) [5 Punkte] Beim Loss-Development-Verfahren werden die aktuellen Scha-
denstéande S; 2015—; per Division durch den Schatzer ¥,015—; auf das Niveau des
letzten Abwicklungsjahres n hochgerechnet und mit dem Faktor ¥, auf das
Niveau des k-ten Abwicklungsjahrs zurtck skaliert (nur Erlauterung, nicht er-
forderlich fur Losung). Die zugehorigen LD-Pradiktoren sind somit:

~LD . 5i2018—i

Sik.z?k-A—, i=2016,2017,2018; k=2018-—i...,3
’ Y2018—i

Konkret fur das Anfalljahr 2018 ergeben sich die LD-Pradiktoren:

= 52018,0 400

D s 0 B
52018,1_71‘ o _0'85.0,60 =566,7
= 52018,0 400

LD — X ’ _ _
52018,2 - YZ '?0 - 0195 ° 0’60 - 633,3
= 52018,0 400

D s 0 B
52018,3 =73 Ty 1,00- 0.60 ~ 666,7

(c) [3 Punkte] Grundsatzlich gehen die (Basis-)Verfahren der Reservierung davon
aus, dass samtliche Schaden innerhalb der Abwicklungsdauer von n+ 1 Jah-
ren vollstandig abgewickelt sind. In Ausnahmefallen werden sich aber auch
nach dem n-ten Abwicklungsjahr noch (geringfiigige) Anderungen der Scha-
denstande ergeben, die als Nachlauf bezeichnet werden. Zur Modellierung des
Nachlaufs werden i. d. R. die (endlichen) Abwicklungsmuster durch unendliche
Abwicklungsmuster ersetzt, so dass auch die Pradiktoren der Schadenstande
uber das Abwicklungsjahr n hinaus berechnet werden kénnen.
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(a) Zwillingsfreiheit: nur jeweils eine einzige Ausscheideursache fuhrt zum Aus-
scheiden aus der Hauptgesamtheit

Zyklenfreiheit: keine Ubergange von einer Nebengesamtheit (also z. B. vom
Invalidenbestand) zuruck zur Hauptgesamtheit

(b) o q)1<=P[X2 <x+1,X<X1|X1>x X2 >x]

q)2<=P[X2 <xX+1]|X1>x X2 >x]

g3 =P[X1 < X2 <X+ 1|X1>Xx X2 >x]

gy =P[X1<x+1,X1< X2 | X1 > X, X2 >X]

9 =P[X2 <x+1|X1<xX2>X]

(c) Die Wahrscheinlichkeiten werden in den Heubeck Richttafeln 2018 G wie folgt
bezeichnet:
ai=a

In den Richttafeln 2018 G gilt folgender Ansatz:

=i und q=g..

% =0q3" +ix- 10,

x+3
Ferner gilt:
1 i
i _ 2 qx
301 = 11,4
und somit: -
_— l
2 qx
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(a) Es qilt:
h .
mlxy = Zv-mﬂvx-q;‘lm fir m<n
i=1
mlx = oL@ fur m=n.

Mit Hilfe der versicherungsmathematischen Bilanzgleichung folgt fur m < n:

mVx+ mPx = mlx + V*Pxim m+1 Vx

h
= ZV' m+1Vx + q§<l-)+m
i=1

h
+ v (1 _qug-m) 'm+1 Vx
=1

= V-'m+1 Vx

Und somit gilt:

mPx = V- m+1Vx — mVx

(b) Es qilt:

und

mPf( =V m+1Vx — mVx.
Damit folgt:

mPx = mPf(
und
mPR = 0.

Interpretation: Die gesamte Pramie steht fur den Aufbau der Reserve zur Ver-
flgung, es handelt es sich somit um einen reinen Sparprozess.
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B stellt den Erfullungsbetrag einer Todesfallversicherung dar, bei der einmalig die
Versicherungssumme 1 zum Ende des Jahres des Todes des Erstversterbenden des
betrachteten Paares eines Mannes und einer Frau gezahlt wird.

B, stellt den Erfullungsbetrag einer jahrlich im Voraus zahlbaren Rente vom Be-
trag 1 dar, die zu zahlen ist solange beide, Mann und Frau, leben. Es werden also
min(M, N) + 1 Renten fallig.

Bs stellt den Erfullungsbetrag einer Anwartschaft auf eine lebenslanglich jahrlich im
Voraus zu zahlenden Witwenrente ab Ende des Jahres des Todes des Mannes dar.
Es werden also N— M Renten fallig (im Fall N > M).
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(a)

(b)

[3 Punkte] Die méglichen Zahlungsstrome sind:

s(M=(o,...,0,12.000,12.000,...,12.000,0,...,0),
S~——— ~~
20 Eintrage m—20 Eintrage

wobei m > 20 das Jahr angibt, in dem die Person stirbt.
AuBerdem ist: S(™M =(0,...,0)fir0<m <20
Fur den Erwartungswert des Erfullungsbetrags einer aufgeschobenen Leibren-
te gilt:
0325 =12.000- Z % *mPas = 12.000- 20|d45

m=20
[3 Punkte] Das Aquivalenzprinzip lautet in aktuarieller Notation:
P- d45:m - 12000 . 20|C"145 + 0, 05 -P- d45:ﬂ + 120 . 20|d45

Damit ergibt sich fur die Pramie:

12.120- 20,445
O, 95 . d45:m

[2 Punkte] FUr die Kalkulation kommt eine Generationensterbetafel zum Ein-
satz, da das Erlebensfallrisiko mit der aufgeschobenen Leibrente abgesichert
wird. Im Gegensatz zur Periodentafel berlcksichtigt die Generationensterbeta-
fel die Sterbewahrscheinlichkeiten der jeweiligen Generation der Versicherten,
so dass eine niedrigere Sterbewahrscheinlichkeit der jungeren Generationen
(im Vergleich zu alteren Generationen) berltcksichtigt wird.
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(a) [2 Punkte] Bewertungsreserven (alternativ: Stille Reserven) einer Kapitalanla-
ge (z. B. eines Wertpapiers) entstehen, wenn der Zeitwert dieser Kapitalanlage
uber dem Buchwert der Kapitalanlage liegt. Im anderen Fall (Zeitwert kleiner
als Buchwert) entstehen stille Lasten.

(b) [5 Punkte] Die Versicherungsnehmer sind an den saldierten Bewertungsreser-
ven der Kapitalanlagen eines Lebensversicherungsunternehmens (ggf. maxi-
miert mit 0) bei Abgang ihres Vertrages nach einem verursachungsorientierten
Verfahren zu beteiligen. Es wird unterschieden zwischen Bewertungsreserven
auf festverzinsliche Kapitalanlagen und Zinsabsicherungsgeschaften und Be-
wertungsreserven aus anderen Kapitalanlagen (z. B. Aktien, Immobilien etc.).
Die Bewertungsreserven auf festverzinsliche Kapitalanlagen und Zinsabsiche-
rungsgeschafte werden nur insoweit in die Beteiligung der Versicherungsneh-
mer an den Bewertungsreserven einbezogen, wie sie einen Sicherungsbedarf
des Gesamtunternehmens Ubersteigen. Der Sicherungsbedarf ist geregelt in
§139 (4) VAG i.V.m. der Deckungsruckstellungsverordnung. Dort ist geregelt:
Der Sicherungsbedarf aus den Versicherungsvertragen mit Zinsgarantie ist
die Summe der Sicherungsbedarfe der Versicherungsvertrage, deren maflgeb-
licher Rechnungszins Uber dem maflgeblichen Euro-Zinsswapsatz zum Zeit-
punkt der Ermittlung der Bewertungsreserven (Bezugszins) liegt. Der Siche-
rungsbedarf eines Versicherungsvertrags ist die versicherungsmathematisch
unter Berucksichtigung des Bezugszinses bewertete Zinssatzverpflichtung des
Versicherungsvertrags, vermindert um die Deckungsrickstellung.

(c) [3 Punkte] Bei der Beteiligung an den Bewertungsreserven wird unterschieden
zwischen anspruchsberechtigten Versicherungen und nicht anspruchsberech-
tigten Versicherungen. Versicherungen, die ein Deckungskapital haben, das
lediglich zur Glattung des Risikoverlaufes bei konstanten Pramien dient (z. B.
Risikolebensversicherungen) sind nicht anspruchsberechtigt. Kapitalbildende
klassische Lebens- und Rentenversicherungen sind hingegen anspruchsberech-
tigt, weil das Deckungskapital wesentlich zur Finanzierung einer garantierten
Ablaufleistung dient. Fondsgebundene Versicherungen sind nicht anspruchs-
berechtigt, weil samtliche Chancen und Risiken der Kapitalanlage beim VN
liegen und die VN an samtlichen Wertentwicklungen der ihnen zugeordneten
Kapitalanlagen partizipieren.
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(a) Es qilt

me - mLx

n—m

+

V',Dg_'_m ‘m+1 Vx — mVx
n—m-—1 n—m
a k na m+1 r Z kK a m ~
VPxim Z VO kP ma1 meTek mH1+klx VE kP s m mek mrklx
k=0 k=0
n—m-1 n=m
k+1 a m+1 ~ k ~a m "
Z VTS k1P, o ke T mk+1lx — Z VKPS, m mak m+kLx
k=0 k=0

n—m n—m
m+1

k a 2 k a m "
Z V" kPxm mk m+klx — Z V" Pyt m mak m+kLx
k=1 k=0

K 1 r r
v kpg+mmm+kl-x— mlx

— k ~a 1 "
= D VP, g meklx

k=1

(b) Da nur eine reine Altersrente gewahrt wird, gilt:

e mLy=0flurm<nund

o mlx =23 furm=n.

Zusammen mit Teilaufgabe (a) folgt somit:

A

mP

n—m

1ar

— k ~a 1 F _ \,n—m a 1 _,n—m a
x = Z v kpx+mm_+km+kl-x—v n—mpP ﬁan—V n—-mPy.mn 9,

k=0

X+m

Firm=0,1,...,n— 2 gilt somit:

p _— n—m a L lar
mPx =V n=mPy i m n9;
— /. /h—m=1_ a . a lar
=Vv-v Pysm n=m=1Pys mi1 79,
—_ a B
=V Pyim m+l Px

< m+1Px
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a) [2 Punkte] Wartezeit- und Selektionseffekte bedeuten, dass die Kopfschaden
in den ersten Vertragsjahren (Wartezeit fur gewisse Leistungen in den Tarifen,
z.B. Kuren, bzw. Gesundheits- und Risikoprufung zu Vertragsbeginn) deutlich
unterhalb der Kopfschaden einer entsprechenden gleichaltrigen Vergleichs-
gruppe mit einer langeren Versicherungsdauer liegen.

b) [4 Punkte] Die Methode von Rusam zerlegt die Kopfschaden in das Produkt:

KX - kx . G,
wobei der Vektor (kx)x=o,...,» der mit dem Grundkopfschaden normierten Kopf-
schaden
Kx
kx == E

als Profil bezeichnet wird. Die Idee hinter der Zerlegung ist es, dass sich Profile
im Zeitverlauf haufig als konstant erweisen und bei einer Neu- bzw. Nachkal-
kulation lediglich ein neuer Grundkopfschaden zu schatzen ist. Zudem lassen
sich Profile haufig auch fur mehrere Tarife verwenden. Ein weiterer Vorteil er-
gibt sich daraus, dass mithilfe von Profilen auch der Kopfschaden flr Altersbe-
reiche bestimmt werden kann, in denen ein Versicherer keine eigenen Versi-
cherten hat.

c) [2 Punkte] Der Verlauf hat approximativ folgende Gestalt:

900 +
800 +
700 +
600 +
500 +
400 |
300 +
200 +
100 ¢

0

Kopfschaden in Euro

40 60 80 100
Alter



Losungshinweise zu Aufgabe 14

(a)

(c)

[3 Punkte] In der substitutiven Krankenversicherung ist das ordentliche Kun-
digungsrecht der Unternehmen ausgeschlossen. Da die Prognose der Entwick-
lung der altersabhangigen Kopfschaden im Zeitverlauf mit sehr groBer Unsi-
cherheit verbunden ist, wird bei der Festlegung auf eine zeitliche Prognose
verzichtet. Deshalb werden fur die Kalkulation von Pramien und Ruckstellun-
gen die aktuellen altersabhangigen Kopfschaden als rechnungsmaRige Kopf-
schaden verwendet. Damit die Krankenversicherungsunternehmen auch im
Zeitverlauf die Krankheitskosten finanzieren kbnnen, durfen sie im Zeitverlauf
die rechnungsmafiigen Kopfschaden (und die weiteren Rechnungsgrundlagen)
anpassen.

[4 Punkte] Der Auslésende Faktor fur Kopfschaden vergleicht die erforderlichen
Leistungen mit den kalkulierten Leistungen. Er ist daher definiert durch den

Quotienten:
erf
Schaden . _
AF = Sk
Bei der Bestimmung der kalkulierten Leistungen Skek wird der mittlere Be-
stand des aktuellen Jahres Ly fur jedes Alter x bestimmt. Dann wird der mitt-
lere Bestand in jedem Alter mit dem rechnungsmafRigen Profil k;eCh und dem
rechnungsmaéaBigen Grundkopfschaden G"™ch multipliziert und Uber alle Alter

aufsummiert:

gkalk _ ZLX . k)r(ech . Grech,
X

Fir die Bestimmung der erforderlichen Leistungen S wird der Bedarfsgrund-
kopfschaden der vergangenen drei Jahre durch eine lineare Regression auf das
folgende Jahr zum Wert G® extrapoliert. Die Bestimmung der erforderlichen
Leistungen erfolgt dann analog zur Bestimmung der kalkulierten Leistungen:

gerf _ Z Ly - k}r(ech .Gt
X

[3 Punkte] Fur die Person mit Vertragsabschluss im Alter 30 gilt nach funf Jah-
ren fur die neue Pramie:

P(lneu) =110%-1.547+10%-(1.856—1.547)=1.702 + 31 =1.733

Fur die zweite Person (mit Vertragsabschluss im Alter 35) gilt nach funf Jahren
fur die neue Pramie:

P =110%-1.856 + 10%-(2.183 — 1.856) = 2.042 + 33 = 2.074

Sichtbar wird das Problem steigender Beitrage im Alter, wenn der Abstand
zwischen Pramie zum erreichten Alter und Pramie im Eintrittsalter gro8er wird.



Formelsammlung

Eigenschaften von Zufallsvariablen
X sei eine (diskrete oder stetige) Zufallsvariable.
¢ Verteilungsfunktion: Fx(x)=P(X £x)

¢ Dichtefunktion: fx(x)= F)’((x)
bei differenzierbarer Verteilungsfunktion (stetige Zufallsvariable)

e Zahldichte, Frequenz- oder Massefunktion: fx(xX)=P(X=x)
bei diskreten Zufallsvariablen

e Layer-ldentitat:

min(max(X—a; 0); ) = min(X;a+ ) — min(X;a) = max(X—a; 0) — max(X— (a+ (); 0)

Momente von Zufallszahlen

e n-tes Moment (fir neNp):  E[X"]= f x"dF(x)
(—oo,oo)

(e o]

- bei stetigen Zufallsvariablen:  E[X"] =J x" - f(x)dx
[oe]

- bei diskreten Zufallsvariablen:  E[X"]= ZX” fx(x)
X

o Erwartungswert (erstes Moment von X):  E[X] =E[X}]

e FUr den Fall, dass man es mit einer Mischform stetiger und diskreter Verteilungen zu
tun hat, eignet sich die folgende Formel:

E[X] = J (1—F(x))dx,

0

wenn X nichtnegativ ist.
e n-tes zentrales Moment: E[(X—E[X])"] fir n € Ng
e Varianz (2. zentrales Moment von X):

Var[X] =E[(X—E[X])?]=E[X?]— (E[X])?

e Standardabweichung: o[X] = v/Var[X]
e Variationskoeffizient fir E[X] > O:

o[X] +/Var[X]

VkolX]= 200 = TEIx

o Absolute Schiefe (3. zentrales Moment von X):  E[(X—E[X])3]
¢ (Relative) Schiefe fur o[ X] > O:

_E[(X—EIXD?]  E[(X—E[X])?]

YIX]= =
v (Var[X])3 (o[x1)?

e in s gestutztes n-tes Moment (mit n € Ng und s € R):

E[X" - 15,0)(X)] _ J(s,00) X"dF(X)
PX>s)  1—F(s)

E[X"|X > s] =



Transformierte von Zufallsvariablen

o Charakteristische Funktion: ¢x(t) = E[e™X] mit t € R und i imaginarer Einheit

e Momenterzeugende Funktion:
- MEFx(t)=E[eX], teR

- bei stetigen Zufallsvariablen: MEFx(t) = ffooo et . f(x)dx

e (Wahrscheinlichkeits-)Erzeugende Funktion:
- mx(t) =EFx(t) =E[tX], t€[0,1]
- bei diskreten Zufallsvariablen: mx(t) =3, et . fx(x)

Ungleichungen

e Markov (fur alle ¢ > 0):

P(Xl=c) < FL]

E[h(IXD]
h(c)

flr streng monoton wachsende Funktionen h auf Rt

P(IX|=c) <

e Tschebychev (fur alle ¢ > 0):

Var[ X]
P(JX—E[X]l=z0) < 5
c
e Cantelli (fUr alle c > 0):
P(X>E[X]+0) < X
- ~ ¢2 + Var[X]

Wechselbeziehungen zwischen Zufallsvariablen
Sind A und B Ereignisse mit P(B) # 0, dann gilt fur die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B):
P(A N B)

P(B)

Die Verteilung der Zufallsvariable Y, gegeben X = x, wird als bedingte Verteilung von Y,
gegeben X = x, kurz Py x=x, bezeichnet.
Py|x=x hat die von x abhangige Verteilungsfunktion

P(A|B) =

P(YL<y, X=X)
P(X =x)
Fasst man das bedingende Ereignis als Zufallsvariable X auf, so sind die Momente der

bedingten Verteilung von Y, gegeben X, transformierte Zufallsvariablen von X und fur diese
kénnen ebenfalls Momente berechnet werden.

Fyix=x(y) =P(Y < y|[X=x) =

e Iterativitat der Erwartungswerte

- E[E[Y|X]] =E[Y] flUralle Xund Y

- E[Var[Y|X]] + Var[E[Y]|X]] = Var[Y] far alle X und Y
e Kovarianz: Cov(X,Y)=E[(X—E[X]D-(Y—E[YD]=E[X-Y]—E[X]-E[Y]
e Korrelationskoeffizient:

Cov(X,Y) X—E[X] Y—E[Y]

= Cov( , ) e[—1,1]

v/Var[X]-Var[Y] vVar[X] +/Var[Y]

Pxy =




Summen von Zufallsvariablen
e Faltung: Sind X und Y stochastisch unabhangig, so ist die Verteilung der Summe X+ Y
durch die Faltung Px * Py der Verteilungen Px und Py gegeben:
- Stetige Faltungsformel

(Px * Py)(A) =f (f fx(X)'fY(Z—X)dX) dz
A\Jr

mit A c R, wenn X, Y stetige Zufallsvariablen mit Dichten fx bzw. fy sind.
- Diskrete Faltungsformel

(Px * PY)({N}) = P(X+Y =n)= > P(X=K)-P(Y =n—k)
k=0

mit n € Ng, wenn X, Y diskrete Zufallsvariablen auf Ng sind.

e Zufallssummen:
N sei eine diskrete Zufallsvariable auf {0, 1, 2,...} und S eine Zufallssumme mit paar-
weise stochastisch unabhangig, identisch wie X verteilten X;, die stochastisch unab-
hangig von N sind.

- 1. Gleichung von Wald: E[S] =E[N]-E[X]
- 2. Gleichung von Wald: Var[S] = E[N]-Var[X]+ Var[N] - (E[X])?2
¢ Fundamentalformeln:
Us(t) = my(Yx(t)) fuaralleteR
MEFs(t) = my(MEFx(1)) firalleteR
ms(t) = my(mx(t)) firallete[0, 1]
X diskret verteilt auf {0, A, 2A,...}, A>0
e Zusammengesetzte Poisson-Verteilung
(Spezialfall einer Verteilung einer Zufallssumme)
- Definition: ZPV(A, Px) = Ps mit

mit X; ~ Px, N ~ P())
- Erwartungswert: E[S] =X -E[X]
- Varianz:  Var[S] =X E[X?]
- Absolute Schiefe:
E[(S—E[S])®]=A-E[X3]
- Relative Schiefe:
E[X3]

S1=——— -
"l A-(E[X2])°

¢ Normal-Power-Approximation:
Es sei U eine Zufallsvariable mit existierenden Momenten u = E[U], 02 = Var[U] > 0,
¥ = y[U] > 0. Dann gilt die Naherung:

1 u—pu
P(Usu)wé(—-(¢72+6-y-—+9—3))
Y o




B. Verteilungen

Diskrete Verteilungen

Bezeichnung/

Zahldichte

(Wahrscheinlichkeits-)

. s Erwartungs- . .
Kurz~/Parameter P = P(N =K) Rekursion fur Zahldichte wert Varianz Schiefe Elgiiulgt?gr?e
Poisson- y 0, = A b
i A k=7 Pka
verne =g ‘ i p Y ey
P (l) - (k € N) Ja €
(4>0) (keN) o, e
Binomial- _ m-k+1 6
ve;&zllugg)] Py =U?J.,9k .(1_9)m—k k k 1- k-1 o 128 i
m, -0 m-6-(1- — 0-t+(1-6
(k=1,..,m) " Jm-0-@-0) [0-t+(-0)]
(meN,He(O,l)) (k=0,...,m) .
Po :(1_9)
Negative Binomial- +k-1
verteilung _[(B+k-1 0. (1-9)° k='B 0Py
St (1-0) k 0 0 1+0 1-9 1”
NB(.0) p—— | B 7 [ }
(ke¥,) 1-0 (1-9) VB0 1-6-t
(8>0,0e(0,1)) (ke Np) ,
Po :(1_‘9)




Stetige Verteilungen (1)

: . Moment- Gestutzte Momente
Kl?riﬁlsgp:rgg{er Dichte Vi;ﬁll(ltl:ggs' Erw\?vgt#[ngs- Varianz Schiefe erzeugende N
Funktion E[X |X g S}
stetige
Gleichverteilung 1 1( b)(x) 0 x<a 1 t=0 pmt g+t
a, _ 2 - -
U(a,b) b-a X78 a<x<b a+b (b-a) 0 bt _ gat (n+1)-(b—s)
b—a 2 12 b o t=0
(a<b,abeR) (xei) 1 x>b (b-2) (se(ab))
Gamma- b X
. b a —at ¢b-1 b
a _ _ ——|e Tt dt
verteilung 6 e 01 | T D) { . ] , [ atj (b+n)-(1-T¢(ab+n))
J— J— —_— a_
['(a,b) ) a a’ b a"-T'(b)-(1-Ts(ab))
be(0 (x>0) (t<a)
(a.be(0,0)) (x>0)
Exponential-
: a
verteilung .6 1_e & 1 1 = nld (as)k
= = 2 a-t _Z
Exp(a) (xei) (x>0) a a a" & k!
(t<a)
(a>0)
Normalverteilung S —"%
, e 20 (D[X—ﬂj .
N (u,a ) [or.o o U o2 0 e”“gnszz (2-Schritt-Rekursion)
(,ueR,0'2>0) (xei) (xei)




Stetige Verteilungen (I11)

Bezeichnung/
Kurz~/Parameter

Verteilungs-
funktion

Erwartungs-
wert

Varianz

Schiefe

Moment-
erzeugende
Funktion

Gestutzte Momente
E[X"|X >s]

Lognormal-
verteilung

()

,ueR,0'2>0
( )

o

(x>0)

N

R
Hy

e2,u+o-2 . (e0'2 _1)

(European)
Pareto-
Verteilung

Par(a,b)

(a,b E(O,oo))

um-a
verschobene
(American)
Pareto-
Verteilung

Par, (a,b)
(a,b S (O,oo))

a’-b

(5-17-(6-2)
(b>2)

2-(b+1)-\/bT2

(b—3)-vb
(b>3)

existiert nicht

b—n
(s>a,b>n)




