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Aufgabe 1. [Grundlagen aktuarieller Kalkulation, Grundlagen zu Pramien und Rick-
stellungen] [8 Punkte]

Bei jeder Teilaufgabe ((a) bis (h)) ist genau eine Antwort ((i) bis (iv)) auszuwahlen.

(a)

(b)

[1 Punkt] Welcher der folgenden Prozesse findet bei der Berechnung von Pra-
mien nach dem erweiterten Aquivalenzprinzip keine Verwendung?

(i) Kostenprozess

(ii) Leistungsprozess
(iii) Pramienprozess

(iv) Ruckstellungsprozess

[1 Punkt] Welcher der folgenden Pramienbegriffe beinhaltet keinen Sicher-
heitszuschlag?

(i) Bruttopramie
(ii) Bruttorisikopramie
(iii) Nettopramie
(iv) Nettorisikopramie

[1 Punkt] Fur welche der folgenden Komponenten enthadlt der Zahlbeitrag in
der Personenversicherung typischerweise keinen Sicherheitszuschlag?

(i) Eintrittswahrscheinlichkeit des Leistungsfalls
(ii) Kosten

(iii) Versicherungsteuer

(iv) Zins

[1 Punkt] Bei welcher der folgenden versicherungstechnischen Begebenhei-
ten geht die Pramie bei der Berechnung der Nettorisikopramie zwingend auf
beiden Seiten der Gleichung E(P) = E(L) ein?

(i) Beitragsrickgewahr bei Leistungsfreiheit
(ii) Einmalbeitrag zu Beginn der Versicherungsdauer
(iii) konstante Nettorisikopramie Uber die gesamte Versicherungsdauer

(iv) Selbstbehalt auf jeden Leistungsfall
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(e) [1 Punkt] Welche der folgenden Ruckstellungen weist bei der erstmaligen Kal-
kulation zwingend einen monoton fallenden Verlauf in der Zeit t auf?

(i) Deckungsruckstellung einer Risikolebensversicherung gegen laufenden Bei-
trag

(ii) Deckungsruckstellung einer sofort beginnenden Rente gegen Einmalbei-
trag

(iii) Schwankungsruckstellung eines Kompositversicherers
(iv) Einzelschadenreserve eines inzwischen gemeldeten Spatschadens

(f) [1 Punkt] Bei der Ausubung welcher der folgenden Tatigkeiten kommen Aktua-
rinnen und Aktuare typischerweise am wenigsten direkt mit Ruckstellungen in
Bertuhrung?

(i) Beratung zur betrieblichen Altersversorgung
(ii) Rechnungslegung eines Lebensversicherers
(iii) Reservebewertung eines Ruckversicherers
(iv) Tarifkalkulation eines Kompositversicherers

(g) [1 Punkt] Welches der folgenden Pramienprinzipien erfullt nicht die Eigen-
schaft der Additivitat unter der Annahme stochastisch unabhangiger Risiken?

(i) Erwartungswertprinzip

(ii) Exponentialprinzip

(iii) Standardabweichungsprinzip
(iv) Varianzprinzip

(h) [1I Punkt] Welches der folgenden Pramienprinzipien wird typischerweise impli-
zit mittels einer Nutzenfunktion bestimmt?

(i) Erwartungswertprinzip
(ii) Exponentialprinzip
(iii) Standardabweichungsprinzip

(iv) Varianzprinzip
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Aufgabe 2. [Grundlagen aktuarieller Kalkulation, Aquivalenzprinzip und Kalkulation
von Pramien] [14 Punkte]

Ein innovativer Versicherer plant die EinfUhrung einer Verspatungsversicherung fur
ganzjahrige Nutzer offentlicher Verkehrsmittel. Der Leistungsfall besteht darin, dass
bei vielen Verspatungen (mind. 30 Tage im Jahr mit mind. 90 Minuten Verspatung)
der Preis einer entsprechenden Monatskarte am Jahresende ausbezahlt wird. Dies
wird in den Versicherungsbedingungen detailliert geregelt. Fur die Tarifierung des
neuen Produkts sind folgende Parameter relevant:

e Versicherungsdauer n = 2 Jahre unabhangig vom Leistungsverlauf
e Einmalpramie zu Beginn (Notation: PB Brutto-, PN Netto-, P Nettorisikopramie)
e individuelle Versicherungssumme S (als Preis der jeweiligen Monatskarte)

e pro Jahr bei Eintritt des Versicherungsfalls einmalige Entschadigung der Héhe
S nachschussig am Jahresende

e geschatzte Eintrittswahrscheinlichkeiten des Versicherungsfalls inkl. impliziter
Sicherheitszuschlage g1 = 0,3% im ersten Jahr und g> = 0,4% im zweiten Jahr

e Diskontfunktion D mit D(0) =1, D(1) =0,99 und D(2) =0,98

e einmalige Stlckkosten k =1 zu Versicherungsbeginn

e jahrlich vorschissige Verwaltungskosten der Hohe ¥y = 2% bzgl. PB
e Bonusnachlass b = 10% bei Vertragsabschluss Uber das Internet

e Versicherungsteuer T=19%

FUr das Produkt soll sukzessive der Zahlbeitrag B berechnet werden, wobei in nach-
folgenden Teilaufgaben ungerundete Ergebnisse weiterverwendet werden kdnnen.

(a) [5 Punkte] Bestimmen Sie den Leistungs-, Kosten-, und Pramienprozess, in-
dem Sie die Komponenten Lo, L1, Ly, Ko, K1, K2, Po, P1, P> einzeln definieren.
Verwenden Sie hierbei ggf. Fallunterscheidungen unter Angabe der jeweiligen
Wahrscheinlichkeiten und die zum Kostenprozess gehdrende Pramiengrofie.

(b) [2 Punkte] Berechnen Sie mittels Aquivalenzprinzip eine Formel fiir die Netto-
risikopramie P in Abhangigkeit von S und vereinfachen Sie den Term.

(c) [2 Punkte] Berechnen Sie fiir S = 400 die Nettopramie PN und runden Sie |hr
Endergebnis auf zwei Nachkommastellen.

(d) [4 Punkte] Berechnen Sie fir S = 400 die Bruttopramie PB mittels Aquivalenz-
prinzip und runden Sie Ihr Endergebnis auf zwei Nachkommastellen.

(e) [1 Punkt] Berechnen Sie fir S = 400 und Vertragsabschluss uber das Internet
den Zahlbeitrag B und runden Sie Ihr Endergebnis auf zwei Nachkommastellen.
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Aufgabe 3. [Grundlagen aktuarieller Kalkulation, individuelles Modell und Ruckver-
sicherung] [14 Punkte]

Ein Erstversicherer beabsichtigt, seine einjahrigen Risikolebensversicherungen in
Riickdeckung zu geben. Der Bestand besteht aus Risiken vom Typ Y1) und Y(2):

e Der Typ YD hat die Versicherungssumme S; = 100,
die Eintrittswahrscheinlichkeit des Versicherungsfalls lautet §g; = 0,5%,
und die Anzahl der Policen betragt n; = 200.

e Der Typ Y@ hat die Versicherungssumme S; = 200,
die Eintrittswahrscheinlichkeit des Versicherungsfalls lautet g, = 0,3%,
und die Anzahl der Policen betragt n, = 100.

Samtliche Risiken seien stochastisch unabhangig. Dann Iasst sich die Summe S aller
Todesfallleistungen dieser Policen als individuelles Modell beschreiben:

(D), ()

_ cind _ gind  cind _
S=5NM=gndtgnd =Ny "+ >y

i=1 i=1
Im Folgenden soll die Summenexzedenten-Ruckversicherung aus Sicht des Erstver-
sicherers betrachtet werden. Ihre ungerundeten Ergebnisse konnen in nachfolgen-
den Teilaufgaben weiterverwendet werden.

(a) [2 Punkte] Berechnen Sie fur eine Summenexzedenten-Ruckversicherung mit
Maximum v = 50 die vertragsindividuellen Rickversicherungsquoten g fir
den Risikotyp Y1) und g fiir den Risikotyp Y(2),

(b) [9 Punkte] Berechnen Sie den Variationskoeffizienten Vko(S) des Selbstbehalts
des Erstversicherers, also der Summe S aller Todesfallleistungen des Erstversi-
cherers nach Summenexzedenten-Ruckversicherung mit vo = 50, und runden
Sie Ihr Endergebnis auf vier Nachkommastellen.

(c) [2 Punkte] Der Abschluss einer Summenexzedenten-Ruckversicherung ist nicht
fur alle Versicherungsformen maoglich. Nennen Sie je ein Versicherungsprodukt
aus der Personen- und aus der Schadenversicherung als Beispiel, wo dies nicht
maoglich ist. Worin liegt dies begrindet?

(d) [2 Punkte] Halten Sie fur Gruppenunfallversicherungen, die alle FUhrungskrafte
eines grofsen Konzerns versichern, neben einem Summenexzedenten weiteren
Ruckversicherungsschutz fur sinnvoll? Begrinden Sie kurz Ihre Antwort.
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Aufgabe 4. [Schadenversicherungsmathematik, Schadenkennzahlen] [12 Punkte]

(a) [6 Punkte] Benennen und charakterisieren Sie die verschiedenen, fur die Tari-
fierung in der Schadenversicherung relevanten Datentypen. Warum sind diese
Datentypen nicht nur einzeln, sondern vor allem im Verbund zu analysieren?

(b) [6 Punkte] Gegeben sei ein Bestand von funf Vertragen (= Risiken), die die fol-
genden Versicherungsdauern, Versicherungssummen, Jahresbeitrage und ggf.
Schaden innerhalb eines (vergangenen) Kalenderjahres aufweisen:

Vertragsdauer Vers.-  Jahres- Schadenhdhen
von ... bis... summen beitrag Erster Zweiter
1 01.01. 30.06. 250 6
2 01.01. 30.09. 300 10 15
3 01.04. 31.12. 200 6 10 20
4 01.04. 31.12. 400 25
5 01.01. 31.12. 500 35 2 4

Berechnen Sie die Schadenhaufigkeit, den Schadenbedarf und die Schaden-
quote dieses Bestandes.
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Aufgabe 5. [Schadenversicherungsmathematik, Tarifierung, Risiko- und Tarifmerk-
male, Tarifierungsmodelle] [22 Punkte]

(a) [8 Punkte] Erlautern und unterscheiden Sie multiplikative und additive Modelle
der Tarifierung.

(b) [2 Punkte] Erlautern Sie (kurz) den Begriff der ,verteilungsfreien Tarifierungs-
verfahren”.

(c) [10 Punkte] Die Tarifierung fur einen Bestand operiert mit zwei Merkmalen
(A und B). Beide Merkmale weisen je drei Auspragungen auf. Die Anzahl der
Risiken v;; und die Gesamtschaden s;; sind fur jede Risikoklasse (i, j) gegeben

durch:
o Anzahl der Risiken v;; Gesamtschaden s;;
Risiko
j=1 j=2 j=3 j=1 j=2 j=3
i=1 5 10 17 50 135 215
i=2 10 20 35 130 310 470
i=3 8 25 40 41 160 189

Berechnen Sie die (Nettorisiko-)Pramien fUr die beiden Tarifzellen (1, 2) und
(2, 3) mit dem ,Tarifierungsverfahren mit Marginaldurchschnitten”.
Hinweis: Die Pramien sind auf zwei Nachkommastellen gerundet anzugeben.

(d) [2 Punkte] Inwiefern spielt die Korrelation als Mals fur etwaige (lineare) Wech-
selwirkungen bei der Auswahl der Tarifmerkmale eine wichtige Rolle?
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Aufgabe 6. [Schadenversicherungsmathematik, Reservierungsverfahren] [20 Punk-
te]

(a) [2 Punkte] Was versteht man unter long tail business und welche Bezuge hat
dieser Begriff zur Schadenreservierung?

(b) [8 Punkte] Was versteht man im Kontext der Schadenreservierung unter einem
Abwicklungsmuster? Fur welche GréfBen unterstellen Verfahren der Schaden-
reservierung in der Regel solche Abwicklungsmuster? Inwiefern spielen Scha-
dengquotenzuwachse hier eine Sonderrolle?

(c) [6 Punkte] Die folgende Tabelle enthalt fir die Anfalljahre i = 2016, ...,2019
die beobachteten Schadenstande S; x fur die Abwicklungsjahre k=0, 1, 2, 3:

Abwicklungsjahr k
Anfalljahr i

0 1 2 3

2016 300 500 600 630
2017 400 600 775
2018 500 1.000

2019 600

Schatzen Sie die Reserven fur die Anfalljahre 2018 und 2019 mit dem Chain-
Ladder-Verfahren.

Hinweis: Die Schatzer der Reserven sind auf eine Nachkommastelle gerundet
anzugeben.

(d) [4 Punkte] Erlautern Sie kurz (ohne auf Formeln naher einzugehen), wie sich
das Cape-Cod-Verfahren von dem Loss-Development-Verfahren unterscheidet.
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Aufgabe 7. [Personenversicherungsmathematik, Basismodell, versicherungsma-
thematische Bilanzgleichung, Spar- und Risikopramie] [18 Punkte]

Wir betrachten flr eine x-jahrige Person einer Hauptgesamtheit einen Versiche-
rungsvertrag mit n Jahren Laufzeit und jahrlich vorschussig zahlbaren Pramien.

(a) [6 Punkte] Fur einen solchen Vertrag gelten bekanntlich die versicherungsma-
thematischen Bilanzgleichungen

mVx+ mPx =mlx+ V- Px+m m+1Vx, m=0,1,...,n—1.
Erlautern Sie alle in der Formel vorkommenden Terme.

(b) [6 Punkte] Geben Sie die Definition der Sparpramie mP)S( und der Risikopramie
mP)’f an (in Abhangigkeit von mVx, m+1Vx, mlx) und zeigen Sie damit, dass fur
m=0,1,...,n—1 qgilt:

mPX=mPi+mP5.

(c) [6 Punkte] Der Vertrag sehe nun als Pramie die naturliche Pramie vor, d.h. es

gilt

mPx =mlx, m=0,1,...,n—1,
Berechnen Sie unter der Bedingung oVx = 0 die Reserven nVx,m=1,...,n,
und hieraus mP; und nPR,m=0,1,...,n—1.

Interpretieren Sie das Ergebnis.
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Aufgabe 8. [Personen- und Pensionsversicherungsmathematik, Zustandsmodell,
Erfullungsbetrag] [23 Punkte]

Wir betrachten einen x-jahrigen Altersrentner (x € Np). Die stetige reellwertige Zu-
fallsvariable X beschreibe wie Ublich das Alter des Berechtigten bei dessen Tod.
Gegenuber diesem Altersrentner bestehe eine ungewisse Verpflichtung in Form ei-
ner lebenslanglich laufenden jahrlich vorschussig zahlbaren Rente der Hohe Ry4k,
k=0,1,..., w—Xx.

Wir mochten im Folgenden diesen Sachverhalt mittels einer inhomogenen Markov-
Kette beschreiben. Zur Erinnerung: Eine Markov-Kette ist ein stochastischer Prozess
Y = (Zk)ken, » WObei alle Zx nur Werte aus dem Zustandsraum S = {0,1,2,...,s}
annehmen und bei dem fur P(Zx = jk, Zk-1 = jk—1, ..., Zo =jo) > 0 die sogenannte
Markov-Eigenschaft gilt:

P(Zk+1 =Jk+1 | Zk =Jkr- .. Z0 =jo) = P(Zk+1 = jk+1 | Zk = i)

(a) [6 Punkte] Zur Beschreibung der ungewissen Verpflichtung definieren wir einen
Zustandsraum S={0,1}, mit 0 = ,tot “und 1 = ,lebend “.
Beschreiben Sie mit Hilfe der ZufallsgroRe X die Zustande Zx und die zu-
gehorigen Ubergangswahrscheinlichkeiten qij(k) := P(Zx = j | Zk—1 = () fur
,jeS,k=1,2,....
(b) [8 Punkte] Geben Sie die zugehérigen Ubergangsmatrizen
Q(k) = (ay(k)),
k =1,2,..., unter Verwendung der ublichen versicherungsmathematischen
Notationen an und zeigen Sie damit, dass gilt

ko 1 0
[oo=(1" )

X

(c) [6 Punkte] Ausgehend von der dargestellten Markov-Kette Iasst sich der Erful-
lungsbetrag der ungewissen Verpflichtung wie folgt definieren:

B = Z VK- 17,213 - Rxsk
k>0

Berechnen Sie hieraus den (Leistungs-)Barwert der ungewissen Verpflichtung.

(d) [3 Punkte] Sie berichten einer Ihnen bekannten Aktuarin von der Maglichkeit
der Bewertung von Ansprichen aus Pensionszusagen mit Hilfe von Markov-
Ketten. Ihre Bekannte merkt kritisch an, dass nach ihrer Kenntnis bei der Be-
wertung einer Anwartschaft auf Witwenrente die Anzahl der erforderlichen Zu-
stande deutlich zunehmen kann. Trifft die Aussage |hrer Bekannten zu (kurze
Begrindung wird erwartet)?
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Aufgabe 9. [Pensionsversicherungsmathematik, Besonderheiten der Prémien und
Reserveermittlung, Zuordnung von Leistungen auf Alter] [13 Punkte]

Ein Mandant beauftragt Sie mit der Erstellung von versicherungsmathematischen
Gutachten nach EStG und HGB fur die unmittelbaren Pensionsverpflichtungen der
Gesellschaft.

(@) [4 Punkte] Fur die steuerliche Bewertung der Pensionsrlckstellungen gelten
die gesetzlichen Regelungen in §6a EStG. Erlautern Sie an zwei Beispielen,
dass diese Regelungen zu einer Unterbewertung der Pensionsverpflichtungen
im Vergleich mit den handelsrechtlichen Bewertungsvorschriften fihren kén-
nen.

(b) [6 Punkte] Die zu bewertende Verpflichtung ist nicht altersabhangig definiert.
Stellen Sie kurz zwei in der Praxis verwendete Methoden fur die Zuordnung
von Leistungen auf Alter dar, mit deren Hilfe dennoch ein altersabhangiger
Leistungsvektor fur die Bewertung ermittelt werden kann.

(c) [3 Punkte] Was versteht man unter dem Begriff ,Fluktuation” und wie wird die-
se in der steuerlichen Bewertung von Pensionsverpflichtungen berucksichtigt?
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Aufgabe 10. [Lebensversicherungsmathematik, Rechnungsgrundlagen und rekur-
sive Ansatze] [8 Punkte]

(a) [2 Punkte] In den folgenden Tabellen sehen Sie einen Auszug der DAV 2004 R
Tafel (Referenzjahr 1965; 1. Ordnung) sowie einen Auszug aus der Generatio-
nentafel des Statistischen Bundesamts (Destatis) (Geburtsjahr 1965).

DAV 2004 R Destatis

X ax X Qx
53 0,002121 53 0,004771
54 0,002212 54 0,005260
55 0,002294 55 0,005790
56 0,002370 56 0,006354
57 0,002451 57 0,006949

Berechnen Sie fur beide Sterbetafeln jeweils den Wert ;ps4.
(b) [2 Punkte] Erlautern Sie die unterschiedlichen Ergebnisse aus Aufgabenteil (a).

(c) [4 Punkte] Bestimmen Sie mit einer Rekursion den Nettojahresbeitrag (vor-
schussig jeweils am Jahresanfang) fur eine zweijahrige Erlebensfallversiche-
rung einer 54-jahrigen Person mit Versicherungssumme 10.000 Euro. Der Rech-
nungszins betrage dabei 0,9 %. Verwenden Sie die passenden Wahrscheinlich-
keiten aus Aufgabenteil (a).
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Aufgabe 11. [Lebensversicherungsmathematik, Uberschussquellen und Uberschuss-
beteiligung] [10 Punkte]

(@) [4 Punkte] Wir betrachten ein deutsches Lebensversicherungsunternehmen
zum Jahresbeginn 2019 mit insgesamt 2.000 Risikolebensversicherungen mit
einer Versicherungssumme von jeweils 50.000 Euro. Fur jeden Vertrag hat das
Unternehmen eine Ruckstellung von 430 Euro gebildet. Die fur die Kalkulation
verwendete Sterbetafel zeigt flr diese Vertrage eine einjahrige Sterblichkeit
von 1,5 Promille an.

(i) Wie hoch ist das Risikoergebnis zum 31.12.2019, wenn im Jahr 2019 genau
eine Person stirbt?

(ii) Wie hoch ist das Risikoergebnis zum 31.12.2019, wenn im Jahr 2019 genau
funf Personen sterben?

Hinweis: Bestimmen Sie zunachst das riskierte Kapital.

(b) [6 Punkte] Die folgende Tabelle zeigt verschiedene Kennzahlen und Ergebnis-
se vier verschiedener deutscher Lebensversicherungsunternehmen (LVU) am
Ende des Geschaftsjahres 2019.

Bestimmen Sie fur jedes Unternehmen die Mindestzufihrung zur Rickstellung
fur Beitragsrlckerstattung.

lIVU1l LVU2 LVU3 LvVU4

Anzurechnende Kapitalertrage 85 100 110 100

Rechnungsmalige Zinsen 90 91 92 107
Risikoergebnis 10 -10 10
Ubriges Ergebnis -2 5 10
Direktgutschrift am 31.12.2019 3 2 10

Die Zahlenwerte sind jeweils in Millionen Euro angegeben.

Hinweis: Bestimmen Sie zunachst flr jedes Unternehmen das Kapitalanlageer-
gebnis.
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Aufgabe 12. [Krankenversicherungsmathematik, Rechnungsgrundlagen] [8 Punk-
te]

In den folgenden Tabellen sehen Sie einen Auszug der DAV 2004 R Tafel (Referenz-
jahr 1965) sowie einen Auszug aus der PKV-Sterbetafel 2020.

DAV 2004 R PKV 2020

X qx X ax
53 0,002121 53 0,001987
54 0,002212 54 0,002236
55 0,002294 55 0,002511
56 0,002370 56 0,002820
57 0,002451 57 0,003166

(a) [4 Punkte] Erklaren Sie kurz die Unterschiede zwischen Perioden- und Genera-
tionensterbetafel. Welche Art von Sterbetafel ist die PKV 2020 Sterbetafel?

(b) [2 Punkte] Begrinden Sie qualitativ, weshalb die einjahrige Sterblichkeit im
Alter 57 in der PKV-Sterbetafel grofSer ist als in der DAV 2004 R Tafel.

(c) [2 Punkte] Wie wird bei der Erstellung der PKV-Sterbetafel Sicherheit in den
Sterbewahrscheinlichkeiten fur die Kalkulation erzeugt?
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Aufgabe 13. [Krankenversicherungsmathematik, Prémien fur Neugeschaft und Be-
stand] [10 Punkte]

Eine Person hat im Alter 40 eine substitutive Krankheitskostenvollversicherung zu
einem monatlichen Nettobeitrag von 364,51 Euro abgeschlossen. Nach drei Jahren
kommt es zu einer Beitragsanpassung, bei der sowohl Kopfschaden als auch Ster-
bewahrscheinlichkeiten und Rechnungszins angepasst werden mussen.

Zum Zeitpunkt der Beitragsanpassung kann dieser Person eine Alterungsruckstel-
lung (netto) von 7.563,15 Euro angerechnet werden. Der neue Leistungsbarwert
(d.h. mit aktualisierten Kopfschaden, Sterbewahrscheinlichkeiten und Rechnungs-
zins) betragt 101.291,46 Euro.

Bitte verwenden Sie fur die Kalkulation den richtigen Beitragsbarwertfaktor aus der
folgenden Tabelle (n steht fur ,neue Rechnungsgrundlagen®):

X d}”(’

40 18,73642
41 18,77816
42 18,79433
43 18,78935
44 18,76786
45 18,73502

(a) [4 Punkte] Wie hoch ware der monatliche Netto-Neugeschaftsbeitrag, wenn
die Person erst im Alter 43 zu den neuen Konditionen den Vertrag abschlie3t?

(b) [6 Punkte] Wie hoch ist der neue, angepasste monatlichen Nettobeitrag fur die
Person nach drei Jahren?



Formelsammlung

Eigenschaften von Zufallsvariablen
X sei eine (diskrete oder stetige) Zufallsvariable.
¢ Verteilungsfunktion: Fx(x)=P(X £x)

¢ Dichtefunktion: fx(x)= F)’((x)
bei differenzierbarer Verteilungsfunktion (stetige Zufallsvariable)

e Zahldichte, Frequenz- oder Massefunktion: fx(xX)=P(X=x)
bei diskreten Zufallsvariablen

e Layer-ldentitat:

min(max(X—a; 0); ) = min(X;a+ ) — min(X;a) = max(X—a; 0) — max(X— (a+ (); 0)

Momente von Zufallszahlen

e n-tes Moment (fir neNp):  E[X"]= f x"dF(x)
(—oo,oo)

(e o]

- bei stetigen Zufallsvariablen:  E[X"] =J x" - f(x)dx
[oe]

- bei diskreten Zufallsvariablen:  E[X"]= ZX” fx(x)
X

o Erwartungswert (erstes Moment von X):  E[X] =E[X}]

e FUr den Fall, dass man es mit einer Mischform stetiger und diskreter Verteilungen zu
tun hat, eignet sich die folgende Formel:

E[X] = J (1—F(x))dx,

0

wenn X nichtnegativ ist.
e n-tes zentrales Moment: E[(X—E[X])"] fir n € Ng
e Varianz (2. zentrales Moment von X):

Var[X] =E[(X—E[X])?]=E[X?]— (E[X])?

e Standardabweichung: o[X] = v/Var[X]
e Variationskoeffizient fir E[X] > O:

o[X] +/Var[X]

VkolX]= 200 = TEIx

o Absolute Schiefe (3. zentrales Moment von X):  E[(X—E[X])3]
¢ (Relative) Schiefe fur o[ X] > O:

_E[(X—EIXD?]  E[(X—E[X])?]

YIX]= =
v (Var[X])3 (o[x1)?

e in s gestutztes n-tes Moment (mit n € Ng und s € R):

E[X" - 15,0)(X)] _ J(s,00) X"dF(X)
PX>s)  1—F(s)

E[X"|X > s] =



Transformierte von Zufallsvariablen

o Charakteristische Funktion: ¢x(t) = E[e™X] mit t € R und i imaginarer Einheit

e Momenterzeugende Funktion:
- MEFx(t)=E[eX], teR

- bei stetigen Zufallsvariablen: MEFx(t) = ffooo et . f(x)dx

e (Wahrscheinlichkeits-)Erzeugende Funktion:
- mx(t) =EFx(t) =E[tX], t€[0,1]
- bei diskreten Zufallsvariablen: mx(t) =3, et . fx(x)

Ungleichungen

e Markov (fur alle ¢ > 0):

P(Xl=c) < FL]

E[h(IXD]
h(c)

flr streng monoton wachsende Funktionen h auf Rt

P(IX|=c) <

e Tschebychev (fur alle ¢ > 0):

Var[ X]
P(JX—E[X]l=z0) < 5
c
e Cantelli (fUr alle c > 0):
P(X>E[X]+0) < X
- ~ ¢2 + Var[X]

Wechselbeziehungen zwischen Zufallsvariablen
Sind A und B Ereignisse mit P(B) # 0, dann gilt fur die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B):
P(A N B)

P(B)

Die Verteilung der Zufallsvariable Y, gegeben X = x, wird als bedingte Verteilung von Y,
gegeben X = x, kurz Py x=x, bezeichnet.
Py|x=x hat die von x abhangige Verteilungsfunktion

P(A|B) =

P(YL<y, X=X)
P(X =x)
Fasst man das bedingende Ereignis als Zufallsvariable X auf, so sind die Momente der

bedingten Verteilung von Y, gegeben X, transformierte Zufallsvariablen von X und fur diese
kénnen ebenfalls Momente berechnet werden.

Fyix=x(y) =P(Y < y|[X=x) =

e Iterativitat der Erwartungswerte

- E[E[Y|X]] =E[Y] flUralle Xund Y

- E[Var[Y|X]] + Var[E[Y]|X]] = Var[Y] far alle X und Y
e Kovarianz: Cov(X,Y)=E[(X—E[X]D-(Y—E[YD]=E[X-Y]—E[X]-E[Y]
e Korrelationskoeffizient:

Cov(X,Y) X—E[X] Y—E[Y]

= Cov( , ) e[—1,1]

v/Var[X]-Var[Y] vVar[X] +/Var[Y]

Pxy =




Summen von Zufallsvariablen
e Faltung: Sind X und Y stochastisch unabhangig, so ist die Verteilung der Summe X+ Y
durch die Faltung Px * Py der Verteilungen Px und Py gegeben:
- Stetige Faltungsformel

(Px * Py)(A) =f (f fx(X)'fY(Z—X)dX) dz
A\Jr

mit A c R, wenn X, Y stetige Zufallsvariablen mit Dichten fx bzw. fy sind.
- Diskrete Faltungsformel

(Px * PY)({N}) = P(X+Y =n)= > P(X=K)-P(Y =n—k)
k=0

mit n € Ng, wenn X, Y diskrete Zufallsvariablen auf Ng sind.

e Zufallssummen:
N sei eine diskrete Zufallsvariable auf {0, 1, 2,...} und S eine Zufallssumme mit paar-
weise stochastisch unabhangig, identisch wie X verteilten X;, die stochastisch unab-
hangig von N sind.

- 1. Gleichung von Wald: E[S] =E[N]-E[X]
- 2. Gleichung von Wald: Var[S] = E[N]-Var[X]+ Var[N] - (E[X])?2
¢ Fundamentalformeln:
Us(t) = my(Yx(t)) fuaralleteR
MEFs(t) = my(MEFx(1)) firalleteR
ms(t) = my(mx(t)) firallete[0, 1]
X diskret verteilt auf {0, A, 2A,...}, A>0
e Zusammengesetzte Poisson-Verteilung
(Spezialfall einer Verteilung einer Zufallssumme)
- Definition: ZPV(A, Px) = Ps mit

mit X; ~ Px, N ~ P())
- Erwartungswert: E[S] =X -E[X]
- Varianz:  Var[S] =X E[X?]
- Absolute Schiefe:
E[(S—E[S])®]=A-E[X3]
- Relative Schiefe:
E[X3]

S1=——— -
"l A-(E[X2])°

¢ Normal-Power-Approximation:
Es sei U eine Zufallsvariable mit existierenden Momenten u = E[U], 02 = Var[U] > 0,
¥ = y[U] > 0. Dann gilt die Naherung:

1 u—pu
P(Usu)wé(—-(¢72+6-y-—+9—3))
Y o




B. Vertallungen

Diskrete Verteillungen

(Wahr scheinlichkeits-)

Bezeichnung/ Zahldichte e Erwartungs- . .
K Ur 2~/Par ameter b= P(N =) Rekursion fur Zahldichte wert Varianz Schiefe Elr:lzjiuk%iegr?e
Poisson- ) A
verteilung o = A Pe= i Pt 1
Kl = A(t-1)
(A>0) (ke Ng) =€
Binomial- _m-k+1 6
verteilung P :(Tj'ek (1- e)m—k k=7 1_g Pt Yy
B(m,6) (k=10 m-6 mo-(-0) | == [6-t+(1-6)]"
(me N,6e (0,1)) (k=0,...,m) . ’e)m
po =\
Negative Binomial- +k=1
Verteilung (k=0 B k:ﬁ 0Py
=" ¢ (29 k 0 6 1+6 1-91%
NB(3,6) p—— | B 2 —
(ke N,) 1-6 (1-0) JB-6 1-6-1
(8>0,6<(0.1)) (ke No) ’
Po :(1_0)




Stetige Vertellungen (1)

. . Moment- Gestutzte Momente
KuBrizjsgrn;rggt(er Dichte V?Ltnel'(ltlijggs' Erw\;a\llretrl:ngs- Varianz Schiefe erzeugende el x"x
Funktion [ | >S}
stetige
Gleichverteilung 1 1 (x) 0 xsa 1 t=0 prl_ gl
y b_a (&b X—a a+b (b—a)? bt _at (n+1)-(b—s)
(a,b) —— a<x<b Rl 0 " —¢ (n+1)-(b-s)
—a 2 12 b_a) 1 t+0
(a<b,abeR) (xeR) 1 x>b ( (se(a,b))
Gamma- b X
. b a ~at b1 b
= . A2 dt
verteilung %_e—axxb—l () ie ] o 5 (itj I(b+n)-(1-Ts(ab+n))
—_ J— —_— a_
T'(a,b) (@) a a2 Jo a"-T'(b)-(1-T4(a,b))
x>0 t<a
(a.be (0,00)) (x>0) 20 (t<a)
Exponential-
: a
verteilung q. e 1_ e 1 1 P n n ( )k
3 2 —
Exp(a) (xe R) (x>0) a a a" = k!
(t<a)
(a>0)
Nor malverteil L (x-u)?
ormalver (: ung . 20_2(x 1) q)(x_'“j
N (u.0%) NEY e o u o2 0 JEoe (2-Schritt-Rekursion)
(,ue R,o? > 0) (xe R) (xe R)




Stetige Vertellungen (I1)

_ _ Moment- Gestutzte Momente
Bezeichnung/ . Vertellungs Erwartungs- . :
Kurz~/Parameter Dichte funktion wert Varianz Schiefe eeruer?Eﬁgﬂe E[Xn|X>S}
L ognor mal- ! ,
verteilung 2 (In()-4) In(X)-u L 1l n(s)-#
5 e q) —O_ 0_2 2/I+O'2 0_2 0_2 0_2 nlu+5n2(72 - - —no
LN(x.0?) J2z x-o A e I — ° ey
-0
(ﬂe R,0'2>O) (x>0) (x>0) c
(European)
Par eto- b+1 b -b n
; b(a a a b-s
—.| = 1-1 =
Verteilung a [xj (x] b-1 b—n
Par (,b) (x> a) (x> a) (b>1) (s>ab>n)
(a,be (0,)) a’-b 2-(b+1)-vb-2
um -a (b—1)2-(b—2) (b—3)-vb existiert nicht
ver schobene
(American) b( a Pt q P a (b>2) (b>3)
Par eto- — 1-| — R non) (-1 n-k Kk
: a \a+x a+x b-1 n (=) S
Verteilung a'b- ) kKl bk 1+g
= _
Par, (a,b) (x>0) (x> a) (b>1) °
(a,be(O,oo))




Losungshinweise zu Aufgabe 1
[jeweils 1 Punkt]
(@): (iv) (b): (iv) (c): (iii) (d): (i) (e): (ii) (f): (iv) (g): (iii) (h): (ii)



Losungshinweise zu Aufgabe 2

(a)

(b)

[5 Punkte, fur L, und Ly in Summe 1,5 Punkte, flur die tubrigen Komponenten
jeweils 0,5 Punkte.]

e Leistungsprozess:
Lo=0
L= {S bei Eintritt des Leistungsfalls im 1. Jahr mit Wkt. g3 = 0,003,
sonst mit Wkt. 0,997

I = S bei Eintritt des Leistungsfalls im 2. Jahr mit Wkt. g2 = 0,004,
>~ 1o sonst mit Wkt. 0,996

e Kostenprozess:
Ko=k+7v-PP=1+0,02-P8
Ki=7v-P5=0,02-P8
K;=0

e Pramienprozess: Zur Modellierung mit Kosten gehért die Bruttopramie P5.

Po=P"
P1=0
P,=0

[2 Punkte]

Es kann auf das Modell aus Teil (a) unter Verwendung der Nettorisiko- anstelle
der Bruttopramie zurtckgegriffen werden.

Fiir den erwarteten Barwert der (determ.) Pramienzahlungen gilt: E(P) =P
Fur den erwarteten Barwert der Leistungen gilt:
E(L)=D(1)-g1:S+D(2)-¢G>:-5=(0,99-0,003+0,98-0,004)-5=0,00689-S

Somit folgt direkt aus der einfachsten Form des Aquivalenzprinzips E(P) = E(L)
die gesuchte Formel P =0,00689-S.

[2 Punkte]

Da die Eintrittswahrscheinlichkeiten des Versicherungsfalls g1 und g> gemag
Aufgabenstellung implizite Sicherheitszuschlage enthalten, entspricht die Net-
torisikopramie P aus Teil (b) einer Nettorisikopramie inklusive Sicherheitszu-
schldgen P*. In diesem Fall ist wiederum die Nettopramie PN definiert als P*.
Somit kann S =400 direkt in die Formel aus Teil (b) eingesetzt werden:

PN = p+ = p=0,00689-400 = 2,756 ~ 2,76



(d) [4 Punkte]
Es kann auf die Resultate aus Teil (a), (b) und (c) zuruckgegriffen werden.
FUr den erwarteten Barwert der (determ.) Pramienzahlungen qilt: E(P) = PB
Fur den erwarteten Barwert der Leistungen gilt: E(L) = 0,00689-S
Fur den erwarteten Barwert der (determ.) Kosten gilt:

E(K)=D(0)-(1+0,02-P?)+D(1)-0,02-PP=1+0,02-P% +0,99-0,02- PP
=1+0,0398-P°

Somit folgt aus der erweiterten Form des Aquivalenzprinzips:

P? =0,00689-5+1+0,0398-P"8
<0,9602-P% =0,00689-5+1
0,00689-5+1
~ " 0,9602

< pB

FUr S =400 liefert Einsetzen die gesuchte Bruttopramie:

0,00689-400+1 3,756

pB =
0,9602 0,9602

~ 3,91

Achtung bei Abweichung von Aufgabenstellung:
Bei Rechnung mit gerundetem PN lautet das gerundete Ergebnis 3,92.

(e) [1 Punkt]
FUr den Zahlbeitrag B gilt:
B=PE.(1—b)-(L+717)=PB-0,9-1,19=PB.1,071 ~ 4,19

Achtung bei Abweichung von Aufgabenstellung:
Bei Rechnung mit P8 ~ 3,92 lautet das gerundete Ergebnis 4,20.



Losungshinweise zu Aufgabe 3 [14 Punkte]

(a) [2 Punkte]
Furj=1, 2 gilt far die vertragsindividuellen Quoten:

max{S;— vo; 0} max{100—50; 0}

0 = =g = =50% und
d S; d 100 °
max{200—50; 0}
q? = =75%
200

(b) [9 Punkte insgesamt]
Es liegt ein individuelles Modell mit zwei homogenen Kollektiven j =1, 2 vor
und fiir die Risiken Y¥ (i=1,...,n)) gilt:

= S;j- W, mit S; konstant, W; ~ Bin(1, §;).

0) 1 im Leist.fall mit Wkt. g;,
Y. =S5;- .
0 sonst mit Wkt. 1 —g;

[4 Punkte] Zunachst kdnnen Erwartungswert und Varianz fur die Teilsummen
S und S berechnet werden:

E(S")=n;-S1-d1=200-100-0,005 =100

E( 'Z”d)=+n2 S>-§,=100-200-0,003 =60
Var (S) = ny - (51)? - 41+ (1 — §1) = 2001002 - 0,005 - 0,995 = 9.950
Var (5d) = ny - (52)? - §2 - (1 — §2) = 100-200%-0,003- 0,997 = 11.964

[4 Punkte] Als nachstes konnen Erwartungswert und Varianz fur S berechnet
werden:

E(S) =E((1—q®)-SM9 4 (1—g@).519)
=(1—gW)-E(s") + (1-q@)-E(57¢) =0,5-100 + 0,25 60 = 65
Var(s) = Var((1-¢®) S+ (1~ ¢)- 1)
= (1-q®)?-Var(s) + (1—g®)*-Var(s19) = 0,52-9.950 + 0,252 - 11.964
=3.235,35

[1 Punkt] SchlieBlich gilt fur den gesuchten Variationskoeffizienten:

JVar(S)  /3.235,35

Vko(S) = EGS) = 65

~ 0.8751




(c)

[2 Punkte]

Die proportionale Aufteilung des Risikos erfolgt bei der Summenexzedenten-
Ruckversicherung per Definition abhangig von der Versicherungssumme des
jeweiligen Vertrages. Bei Versicherungen, bei denen die Hohe der Leistung im
Versicherungsfall nicht (primar) von einer vereinbarten Versicherungssumme
abhangt, ist somit keine Summenexzedenten-Ruckversicherung moglich. Még-
liche Beispiele sind unter anderem die Krankenvollkostenversicherung oder die
private Haftpflichtversicherung.

[2 Punkte]

Bei der genannten Gruppenunfallversicherung ist die stochastische Unabhan-
gigkeit der Risiken fraglich. Da alle Versicherungsnehmer in demselben Un-
ternehmen beschaftigt sind, liegt ein Kumulrisiko vor. Daher ist es hier emp-
fehlenswert, neben einer pro-Risiko-Deckung durch den Summenexzedenten
auch eine pro-Ereignis-Deckung durch einen Kumulschadenexzedenten abzu-
schlieBen.



Losungshinweise zu Aufgabe 4

(a)

(b)

[6 Punkte] Es gibt im Wesentlichen zwei einschlagige Datentypen:

e Schadendaten beschreiben die Schadenereignisse und enthalten Anga-
ben zu:

- Zeitpunkt (Datum, Versicherungsperiode etc.);

- Art und Ursache (z. B. Feuer, Uberschwemmung, Sturm etc.);
- sachlicher Bezug: versichertes Objekt (z. B. Haus, Kfz etc.);
- Ort des Schadenereignisses (z. B. In-, Ausland);

- Hohe der Entschadigung

Schadendaten bilden in ihrer Gesamtheit die Schadenstatistik = Grundla-
ge der Tarifierung.

¢ Bestandsdaten charakterisieren die (den Schadendaten zugehdrigen)
versicherten Bestande. Sie enthalten — unabhangig von Schadenereignis-
sen — Angaben zu den versicherungstechnischen Einheiten, etwa:

- Versicherungssumme (Hochstgrenze der Entschadigung);

- Auspragungen der Tarifmerkmale (Vertragsdaten), z. B. persodnliche
Daten des Versicherungsnehmers (Alter, Wohnort etc.) oder Daten
Uber das versicherte Objekt und seine Nutzung.

In der Tarifierung interessiert — neben der statistischen Analyse der einzelnen
Datentypen - vor allem das Zusammenwirken von Schaden- und Bestandsda-
ten, etwa hinsichtlich der Einflusse der Tarifmerkmale auf das Schadenverhal-
ten oder hinsichtlich der Schatzung der erwarteten Schadenanzahl (Schaden-
haufigkeit) pro Risiko (und z. B. pro Jahr).

[6 Punkte] Es sind N = 6 Schaden eingetreten. Die Anzahl der Jahreseinheiten
betragt
n,=0,50+0,75+0,75+0,75+1,00= 3,75,

sodass die Schadenhaufigkeit gleich

N 6
H=—= =1,6
no 3,75

ist. Der Schadenbedarf ergibt sich — ohne auf Schadenanzahlen eingehen zu
mussen - als:

S 15+10+20+3+2+4 54
SB=_—= =

- = 14,4
nO 3175 3,75




Die Schadenquote erfordert noch die Berechnung der verdienten Beitrage:

b=60-0,50+10-0,75+6-0,75+25-0,75+35-1=68,75

Die Schadenquote ist somit:
S
b 68,75

S0 = = 78,55 %.

(Die Versicherungssummen gehen nicht in die hier gefragten Kennzahlen ein.)



Losungshinweise zu Aufgabe 5

(a) [8 Punkte] Tarifmodelle ordnen den Risikoklassen — formal eindeutig festgelegt
durch ein n-Tupel i := (i1, i2, ..., in) — (Nettorisiko-)Pramien

zu. Multiplikative und additive Modelle sind gebrauchliche Varianten dieser Ta-
rifmodelle. Beide Modellvarianten setzen bei dem Schadenbedarf (Kollektiv-
mittel) des gesamten Bestands

Gesamtschaden
sb

B Kumulierte Jahreseinheiten (Volumenmalie)

an. Der individuelle Einfluss der Risikoklasse (i) bzw. der in dieser Tarifzelle
vorliegenden Merkmalsauspragungen wird durch die sogenannten Marginal-
parameter berucksichtigt. Bei multiplikativen Modellen resultiert der Ansatz

n
bi=bi,ip,..i, =sb- l_[ Uj,jj
j=1
und die Parameter u;; werden als Marginalfaktoren bezeichnet; bei additiven
Modellen ergibt sich der Ansatz

n
bi = bi,i,,...,i, = Sb+ Z Uj,;
j=1
und die Parameter u;,; werden als Marginalsummanden bezeichnet. (Die Margi-
nalsummanden unterscheiden sich trotz gleicher Bezeichnung selbstverstand-
lich von den Marginalfaktoren.) Die Marginalparameter sind durch geeignete
Verfahren, etwa Ausgleichsverfahren, zu schatzen. In der Praxis dominieren
die multiplikativen Verfahren.

(b) [2 Punkte] Verteilungsfreie Verfahren verwenden - im Gegensatz zu den ver-
teilungsabhangigen bzw. stochastischen Verfahren - keine stochastischen Mo-
delle zur Beschreibung der auftretenden Zufallsvariablen, insb. Schadenauf-
wendungen. Entsprechend sind aus den heuristischen Ansatzen keine qua-
lifizierten Aussagen Uber Gute der Schatzer, Prognosegenauigkeit, Gute der
Anpassung abzuleiten.

(c) [10 Punkte] Zunachst ist der Schadenbedarf zu bestimmen:

S 12015t 50+135+215+130+ 310+ 470+ 41+ 160+ 189

sb=
Zilzile 54+10+17+10+20+4+35+8+25+40

1.700
170




Da nur die Pramien fur die beiden Zellen (1, 2) und (2, 3) zu berechnen sind,
genugt es, die folgenden vier (statt neun) Marginaldurchschnitte zu bestim-

men: 3
S1e  2-151j  50+135+215 400
SblO = = 3 = = = 12’5
vie 3 vi; 5410417 32
3
2 2i-152j 130+310+470 910 14
S = = = = =
7. Zf_lvz,j 10+ 20+ 35 65
5 > . si2 135+310+160 605 i
S = = = = =
P Ve Y2 v, 10420425 55
3
Se ° Si3  215+470+189 874
Sbo3 = 3 = Zl_l ‘ = = = 9'5

Ve3 Zf’zl Vi3 17+ 35+ 40 92

Die gesuchten Pramien ergeben sich nun durch Multiplikation der Marginal-
durchschnitte und Normierung durch den Schadenbedarf:

Sb]_o'sboz 12,5'11

b1 = = =13,75
L2 sb 10
Sbyo - Sb 14-.9,5
b2,3 _ 20 o3 _ _ 13’3
sb 10

(d) [2 Punkte] Einerseits sind naturlich vor allem solche Tarifmerkmale heranzu-
ziehen, die moglichst stark mit den Schadenaufwendungen korrelieren. Ande-
rerseits sollen die ausgewahlten Tarifmerkmale untereinander maoglichst un-
korreliert sein, um Multikollinearitat zu vermeiden.



Losungshinweise zu Aufgabe 6

(a)

(b)

[2 Punkte] Versicherungszweige mit langer Schadenabwicklung werden als
long tail business bezeichnet. Dazu zahlt etwa die Haftpflichtversicherung.
(In Abgrenzung dazu gilt etwa die Sachversicherung, z. B. die Hausratversi-
cherung, als short tail business.) Offenbar gehort es deshalb zum Wesen des
long tail business, dass vor allem in diesen Versicherungszweigen (Schaden-)
Reserven fur noch nicht vollstandig abgewickelte Versicherungsfalle gebildet
werden.

[8 Punkte] Abwicklungsmuster sind die Basis der Modellbildung fur zahlreiche
Methoden der Schadenreservierung. Sie unterstellen fur ausgewahlte zentra-
le Kennzahlen der Schadenabwicklung bestimmte Systematiken und erklaren
die Abweichungen von diesen systematischen GroBen (Erwartungswerten) als
zufallige und unsystematische Schwankungen. Bei den Methoden der Scha-
denreservierung unterstellt man stets anfalljahrunabhangige Muster, wahrend
das Abwicklungsjahr (k) in das Muster eingeht.

Abwicklungsmuster werden (bei den Standardverfahren) far

« Anteile 9 = 241,
» Quoten vy, = gig]
e und Faktoren ¢, = Efgiﬂ]

E[Zik]

e sowie fur Schadenqgquotenzuwachse Zx = o

unterstellt. Schadenquotenzuwachse stellen in diesem Zusammenhang inso-
fern eine Besonderheit dar, als sie - im Gegensatz zu den Anteilen, Quoten und
Faktoren — neben den Schadenanzahlen und -standen noch weitere Kennzah-
len, namlich die Pramieneinnahmen verwenden, die als geeignete MafRzahlen
(Volumenmale) der unterschiedlichen Anfalljahre fungieren.

(c) [6 Punkte] Fur die Schatzer der Chain-Ladder-Faktoren gilt

_c . S20163 630

3 7 Sy162 600
~CL S2016,2 + S2017,2 600+ 775 1.375
@Ct = _ _

2 " S50161+ S20171 5004600  1.100
—CL 52016,1+52017,1 +52018,1 500+ 600+ 1.000 2.100

1 " S5016,0 + S2017.0 + S20180 300+ 400+ 500  1.200 -

=1,05

=1,25

1,75

FUr die Pradiktoren der Chain-Ladder-Endschadenstande gilt somit

SSt e 5 :=S20181-®5"- $S-=1.000-1,25-1,05=1.312,5



und

SSt o5 :=S2010,0§"- S 95-=600-1,75-1,25-1,05 = 1.378,1

Fur die Chain-Ladder-Reserven ergibt sich daraus schliefllich:

RCL =8¢l _S,0151=1.312,5—1.000=312,5

2018 ° 2018,3
pCL ._cCL — —
RSS,q =555 o s —S20100=1.378,1—600 = 778,1

(d) [4 Punkte] Beide Verfahren verwenden beliebig vorzugebende a priori-Schatzer
(%, ey ?n) fur die Quoten. Wahrend bei dem Loss-Development-Verfahren die
kinftigen Schadenstande nur auf Basis der aktuellen Schadenstande S;,—;
und der Schatzer (Yo, ..., ¥n) errechnet werden, verwendet das Cape-Cod-
Verfahren zusatzlich Volumenmalie (mg, ..., m,) (i. d. R. Pramieneinnahmen),
mit denen eine als anfalljahrunabhangig unterstellte Endschadenquote k (eben-
falls auf Basis der aktuellen Schadenstande) geschatzt wird. Die Einbezie-
hung der Volumenmale stabilisiert die Methodik gegenlUber Ausreiern, so-
dass das Cape-Cod-Verfahren als eine Robustifizierung des Loss-Development-
Verfahrens aufgefasst werden kann.



Losungshinweise zu Aufgabe 7

(a) Die Bedeutung der einzelnen Terme:

mLx = Erwartungswert der gesamten Leistung, die durch Erreichen des
Altersintervalls]x + m, x + m + 1] in der Hauptgesamtheit
ausgeldst werden kann, diskontiert auf den Beginn dieses Jahres

mPx = Erwartungswert der Pramienleistungen des Jahreslm, m + 1],
die durch Erreichen des Alters x + m in der Hauptgesamtheit
verursacht werden, diskontiert auf den Beginn des Jahres

mVx = Versicherungsmathematische Reserve nach m Jahren (vor
Einzahlung der Pramie des(m + 1) —ten Jahres)

Px+m = Wahrscheinlichkeit einer Person der Hauptgesamtheit des Alters x + m,
das Alter x + m + 1in der Hauptgesamtheit zu erreichen
(einjahrige Bestandsverbleibewahrscheinlichkeit)

v = Abzinsungsfaktor eines Jahres
(b)
mPi = Vm+1Vx—mVx
mpﬁ = mI:x_VQX+m m+1Vx
mPi‘l‘mPﬁ = Vm+1Vx_mVx+mLAx_VQX+mm+1Vx

= VPx+rmm+1Vx—mVx + mlx
= mPx nach versicherungsmathematischer Bilanzgleichung

VPxemmiiVx = mVx + mPx — mbx = mVx fur m=0,1,...,n—1
= mVYx =0 m=1,...,n (wegen oVyx=0)
mPf( = VmiiVx—mVx =0
mPZ = mLAx = mﬁx

Die gesamte Pramie wird zur Finanzierung der im zugehorigen Altersintervall
erwartungsgemal verursachten Leistungen verwendet. Es findet kein Sparpro-
zess und damit auch kein Reserveaufbau statt.



Losungshinweise zu Aufgabe 8

(a) Die Zustande lassen sich wie folgt beschreiben:

(b)

0 falls X <x+k,
Zx =
1 falls X > x + k,

Ferner kann man die Ubergangswahrscheinlichkeiten wie folgt beschreiben:

Goo(K) =P{X<x+k|X<x+k—1}
Go1(K)=P{X>x+k|X<x+k—1}
qio(k) =P{X<x+k|X>x+k—1}
gi1(K)=P{X>x+k|X>x+k—1}

In der Notation der HEUBECK-RICHTTAFELN 2018 G lautet die Ubergangsma-

trix:
(k) =( M 0 )

Qrk—1 1- q>r<+k—1
Beweis der Aussage in der Aufgabenstellung durch vollstandige Induktion:

k=1:
1 0
Ql=( )
W=\ 1-p pr
k—k+1:

k+1

[ oW
j=1

S 1 0
o(k+1)-goo)—o(k+1)-( 1= kp;)

_ ( 1 0 )( 1 0 )
Tk 1= T / 1= wPy kP

1 0
- (q>r<+k+p>r<+k_p>r<+k'kp>r< p>r<+k'kp>r<)

_ ( 1 0 )
B 1—I<+1p,r( I<+1p>r(



(c) Der Leistungsbarwert der Verpflichtung ist der Erwartungswert des Erfullungs-
betrags. Es qilt:

E(B) = E(Z VK 1iz=13 - Rx+k) = Z VK- E(1{z,=1}) - Rx+k
k>0 k=0
= 2 VSP(Zk=1)-Rark = D, VE - ip), - Ruak
k>0 k>0

(d) Bei der Bewertung einer Anwartschaft auf Witwenrente wird haufig die soge-
nannte kollektive Methode angesetzt, d.h. es wird die Wahrscheinlichkeit eines
Berechtigten, bei Tod verheiratet zu sein, sowie die Altersdifferenz der Witwe
im Todeszeitpunkt bertcksichtigt. Hierbei kbnnen mehrere moégliche Geburts-
jahrgange der potentiellen Witwe auftreten. Damit die Markov-Eigenschaft er-
fullt ist, ist ein eigener Zustand fur jeden moéglichen Geburtsjahrgang der Wit-
we erforderlich, wodurch sich die Anzahl der Zustande deutlich erhoht.
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(a)

Als Rechnungszins ist in §6a EStG ein Zinssatz von 6 % gesetzlich vorgeschrie-
ben. Dieser Rechnungszins liegt derzeit deutlich Uber dem fur die handels-
bilanzielle Bewertung vorgeschriebenen durchschnittlichen Marktzins der ver-
gangenen 10 Geschaftsjahre und fuhrt damit zu einer Unterbewertung der Ver-
pflichtungen im Vergleich mit der handelsbilanziellen Bewertung.

Bei der steuerbilanziellen Bewertung der Pensionsverpflichtungen durfen kunf-
tige Erhohungen von Bemessungsgrundlagen nur einbezogen werden, wenn
sie dem Grunde und der Hohe nach feststehen, wahrend bei der handelsbilan-
ziellen Bewertung eine bestmdgliche Schatzung vorzunehmen ist. Auch dies
fuhrt in der steuerbilanziellen Bewertung zu einer Unterbewertung der Ver-
pflichtungen.

In der Praxis werden insbesondere die Ruckrechnungsmethode und die Stich-
tagsmethode verwendet.

Bei der Ruckrechnungsmethode wird dem Pensionierungsalter z die auf diesen
Zeitpunkt gemal der Pensionszusage exakt ermittelte Leistung zugeordnet.
Dem Alter x < z wird die Leistung zugeordnet, die der um z — x geringeren
Dienstzeit entspricht.

Bei der Stichtagsmethode wird dem Pensionierungsalter z ebenfalls die ex-
akt auf diesen Zeitpunkt ermittelte Leistung zugeordnet. Einem versicherungs-
technischen Alter x < z wird die Leistung zum nachsten Geburtstag zugeord-
net.

Unter Fluktuation versteht man das Ausscheiden eines Mitarbeiters ohne Ein-
tritt eines Versorgungsfalles (also z.B. durch arbeitgeber- oder arbeithehmer-
seitige Kindigung). In der steuerlichen Bewertung der Pensionsverpflichtun-
gen darf die Fluktuation explizit nicht berlcksichtigt werden, vielmehr wird
pauschal ein Mindestalter fur die Ruckstellungsbildung angesetzt.



Losungshinweise zu Aufgabe 10
(a) [2 Punkte] FUr die beiden Werte gilt:
265V = (1—gs54)- (1 —qs5) = 99,55 %

und
2p(SIZ‘)lestatis) = 98,898 %.

(b) [2 Punkte] Da die DAV 2004 R Sterbetafel zur Einschatzung des Erlebens-
fallrisikos verwendet werden, sind Sicherheitsabschlage in den Sterbewahr-
scheinlichkeiten enthalten, die dazu fiihren, dass die Uberlebenswahrschein-
lichkeiten Uber den realistischen Werten liegen. Die Sterbetafeln des Statis-
tischen Bundesamtes enthalten keine Sicherheitszuschlage oder -abschlage.
Hinzu kommt, dass das Kollektiv der Versicherten sich in seiner Sterblichkeit
vom Kollektiv der Gesamtbevdlkerung unterscheidet.

(c) [4 Punkte] Es qilt
2Vs54 =10.000.

AuBBerdem ist
1Vsa=V-1ps5:2Vs54—P

und
0=0Vsa=V-1p54-1Vs54—P.

Somit ist:
P-(1+V-1ps4) =0Vs4=V-1Pss-V-1Ps5-2V54 = V2 -2p54-10.000.

Der Nettojahresbeitrag betragt somit 4.916,42 Euro.
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(a) [4 Punkte] Das riskierte Kapital betragt pro Vertrag 49.570 Euro, denn
50.000—430=49.570.

AuBBerdem ist laut Aufgabenstellung die kalkulierte Sterblichkeit gegeben durch
qg=0,0015.

(i) Wenn im Jahr 2019 genau eine Person stirbt, dann ist die beobachtete
Sterblichkeitserfahrung g = 1/2000 = 0, 0005. Somit betragt das Risikoer-
gebnis pro Vertrag 1 Promille des riskierten Kapitals, also 49,57 Euro und
fur den gesamten Bestand 99.140 Euro.

(i) Wenn im Jahr 2019 genau fiinf Personen sterben, dann betragt die Uber-
sterblichkeit (Differenz zwischen beobachteter Sterblichkeit und kalkulier-
ter Sterblichkeit) genau 1 Promille, sodass das Risikoergebnis bei -99.140
Euro liegt.

(b) [6 Punkte] In Unternehmen 1 liegen die anzurechnenden Kapitalertrage unter
den rechnungsmafigen Zinsen. Die Differenz von -5 Millionen Euro kann mit
den anderen Ergebnisquellen verrechnet werden. Diese Verrechnungsmaoglich-
keit gilt nicht fur das negative ubrige Ergebnis von -2 Millionen Euro. Insgesamt
ergibt sich somit (unter Bertcksichtigung der Direktgutschrift) eine Mindestzu-
fuhrung far LVU 1 in H6he von einer Million Euro.

In Unternehmen 2 liegen 90 % der anzurechnenden Kapitalertrage unter den
rechnungsmafigen Zinsen (90 < 91). Hier wird bei der Bestimmung der Min-
destzufuhrung der negative Saldo nicht berucksichtigt und durch andere Er-
gebnisquellen ausgeglichen. Auch das negative Risikoergebnis wird nicht aus-
geglichen. Insgesamt betragt die Mindestzufuhrung aus dem Ubrigen Ergebnis
2,5 Millionen. Da bereits 2 Millionen durch die Direktgutschrift zu den Versi-
cherungsnehmern flieBen, betragt die Mindestzufuhrung zur RfB eine halbe
Millionen Euro.

In Unternehmen 3 sind alle Ergebnisquellen positiv. Die MindestzufUhrung be-
tragt daher 11 Millionen Euro.

In Unternehmen 4 wird das negative Kapitalanlageergebnis von -7 Millionen
Euro nicht durch die anderen Ergebnisquellen (6 Millionen Euro) ausgeglichen
werden. Das Unternehmen muss keine Mindestzufihrung zur RfB leisten.

Hinweis: Die Erlauterungen sind nur Teil der Losungshinweise. Prafungsteilneh-
mer, die fur die vier Unternehmen die korrekte Mindestzufihrung bestimmen,
erhalten alle Punkte dieser Teilaufgabe.
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(a)

(b)

[4 Punkte] Die PKV 2020 Sterbetafel ist eine Periodensterbetafel. In Perioden-
sterbetafeln ist die Sterblichkeit in einem bestimmten Zeitraum (z. B. im Jahr
2018) dargestellt. Im Gegensatz dazu zeigen Generationensterbetafel (wie
z. B. die Sterbetafel DAV 2004 R) die Sterblichkeit einer Geburtskohorte (z. B.
der Personen, die im Jahr 1965 geboren sind).

[2 Punkte] Die einjahrige Sterblichkeit im Alter 57 in der PKV-Sterbetafel zeigt
die Sterblichkeit der 56-jahrigen Personen in der Vergangenheit (reduziert um
Sicherheitsabschlage). Dagegen ist die einjahrige Sterblichkeit im Alter 57 in
der DAV 2004 R eine Prognose fur die 57-jahrigen Personen im Jahr 2022
(1965 + 57 = 2022; auch hier: Sicherheitsabschlage). Die Tatsache, dass der
Wert in der DAV 2004 R Sterbetafel geringer ist als in der PKV-Sterbetafel ist
plausibel, da Sterbewahrscheinlichkeiten im Zeitverlauf sinken. Unterschiede
in den Sterbewahrscheinlichkeiten kdnnen auch dadurch entstehen, dass die
Herleitung auf zwei unterschiedlichen Kollektiven basiert.

[2 Punkte] Die PKV-Sterbetafel bertcksichtigt unter anderem den Sterblichkeit-
strend, Sicherheitsabschlage bezogen auf die Bestandsgrolie der PKV-Versicher-
ten sowie einen Vergleich und Minimierung mit Vorjahreswerten. Die Nennung
von zwei dieser drei MaBnahmen ist ausreichend.
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(a) [4 Punkte] Der monatliche Netto-Neugeschaftsbeitrag liegt bei 449,24, denn:

An
P=—22=5.390,90
Qy3

(b) [6 Punkte] FUr den angepassten Netto-Jahresbeitrag nach drei Jahren gilt:

Al —3Vs 101.291,46—7.563,15
pr="9 277 =4.988,37
al, 18,78935

Somit gilt fur den Netto-Monatsbeitrag 415,70 Euro.





