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Prifungsordnung 4.1

X, Y und Z seien Zufallsvariable. Die Existenz der auftretenden (bedingten) Momente sei
stets vorausgesetzt.

Bezeichnungen:

IN={1,2,3,...} =Menge der naturlichen Zahlen

INg =INu{0}

IR = Menge der reellen Zahlen

14 = Indikatorfunktion fur die Teilmenge A C IR, d.h. 14(x) =1 fur x € A und 14(x) = 0 sonst

Verteilungsfunktion und Dichte von Zufallsvariablen
e Verteilungsfunktion: Fx(x)=P(X < x)
e Dichtefunktion bei stetiger Zufallsvariable X: fx(x) = F)’((x) fast sicher
e Zahldichte bei diskreter Zufallsvariable X: fx(x) =P(X =x)

Momente von Zufallsvariablen

o n-tes Moment (firneIN): E(X")= J x" dFx(x)
R

- bei stetigen Zufallsvariablen: E(X") = J x" - fx(x) dx
R

- bei diskreten Zufallsvariablen: E(X") = Z X7 - fx(x)

x€R

- falls X nichtnegativ:
oo

E(X") = nf x" 1. (1= Fx(x))dx
0

Erwartungswert (erstes Moment von X):  E(X) =E(X?)

Varianz (2. zentrales Moment von X):  Var(X) = E[(X—E(X))?] = E(X?)— E(X)?
Standardabweichung: o(X) = vVar(X)
o(X) B v Var(X)

e Variationskoeffizient: Vko(X) = =
E(X) E(X)
e Kovarianz: Cov(X,Y)=E[(X—E(X))-(Y—E())] =E(XY)—E(X)E(Y)
. . Cov(X,Y) X—E(X) Y—E(Y)
e Korrelationkoeffizient: pPxy=—————7= ( , ) e[—1,1]
a(X)o(Y) vVar(X) vVar(Y)

Ungleichung von Cantelli

Far alle ¢ > 0 qgilt:
Var(X)

PXZEX)+O) < 5 s
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Rechenregeln fiir bedingte Erwartungen

e Iterativitdt des Erwartungswerts: E[E(X|Y)] = E(X)

e Falls X, Y unabhangig: E(X|Y) = E(X)

e FUr messbare Funktionen f, g: E[f(2D)-X+9(2)-Y|Z] =f(2)-E(X|Z)+9(Z2)-E(Y|2)
e Bedingte Varianz: Var(X|Y) = E(X?|Y)—E(X|Y)?

e Iterativitat der Varianz: Var[E(X|Y)] + E[Var(X]|Y)] = Var(X)

e Bedingte Covarianz: Cov(X,Y|2)=EXY|Z2)—E(X|Z)-E(Y|Z2)

Transformierte von Zufallsvariablen
o Charakteristische Funktion: ¢x(t) = E(e™) mit t € R und i imagin&rer Einheit
e Momenterzeugende Funktion:

- MEFx(t) =E(e¥X), teR

- bei stetigen Zufallsvariablen: MEFx(t) =f e™. fx(x) dx
R

e (Wahrscheinlichkeits-)Erzeugende Funktion:
- mx(t) =EFx(t) =E(tX), t€[0, 1]

- bei diskreten Zufallsvariablen: mx(t) = Z - fx(x)

x€R

Kollektives Modell

e Kollektives Modell
Sei N eine INg-wertige Zufallsvariable und X1, X2,... nichtnegative Zufallsvariablen.

Die Zufallssumme N
koll
Sxe =ZXj
j=1

heit kollektives Modell, wenn N, X1, X2, ... unabhangig sind und X1, X3, ... identisch
verteilt wie eine Zufallsvariable X sind.

e Formeln von Wald
- 1. Formel von Wald: E(Sko) = E(N) - E(X)
- 2. Formel von Wald:  Var(s*") = E(N) - Var(X) + Var(N) - E(X)?
- Falls N ~ Poi()): E(sk) =x-E(X), Var(Sk)=x-E(X?)

e Fundamentalformeln
Fur d > 0 sei X diskret verteilt auf dem Trager {0, d, 2d, 3d,...}:

PYskon (£) = my (Yx(t)) faralletelR
MEF gon (t) = my (MEFx(t)) fUralletelR
Mgkl (1) = my (Mx(t)) firallete[0, 1]
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Summen von Zufallsvariablen

Sind X und Y stochastisch unabhangig, so ist die Verteilung der Summe X + Y durch die
Faltung Px * Py der Verteilungen Px und Py gegeben:

e Stetige Faltungsformel:

(Px * Py)(A) =J

A

( x(x)-fy(z— X)dX) dz
R

fir messbare A c IR, wenn X, Y stetige Zufallsvariablen mit Dichten fx bzw. fy sind.

e Diskrete Faltungsformel:

(Px * PY){n})=P(X+Y=n)= ZP(X=k)-P(Y=n—k)

fur n € INg, wenn X, Y diskrete Zufallsvariablen mit Werten in INg sind.

k=0

Layer-ldentitat Fir Prioritat a und Limit ( gilt:

min(max(X—a; 0); ) = min(X;a+ ) — min(X; a) = max(X—a; 0)— max(X— (a+ (); 0)

Diskrete Verteilungen

Bezeichnung/ Zahldichte Erwartungs- Varianz
Kurzbez./Parameter fk :=fn(k)=P(N =k) wert E(N) Var(N)
Diskrete
Gleichverteilung fik = ! m 1
m+1 = m-(m+1)
N ~U(m) 2 12
firke {0,1,...,m}
m € IN
Poisson-Verteilung 2K
: fe=e?—
N ~ Poi(A) k! A A
A>0 fur k € INg
Binomial-Verteilung n
| fk=( )-pk-(l—p)"—k
N ~ Bin(n, p) k n-p n-p-(1—p)
nelN,pe(0,1) fur k € INg
Bi Ne??/twe il K+B=1)\ & k
inomial-Verteilung fk=( . )-p ‘1-p)* | g-(1-p) B-(1—p)
N ~ NegBin(B, p) p p?
g>0,pe(0,1) fur k € INg
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