
Schriftliche Prüfung im Fach

Angewandte Stochastik
Klausur mit Lösungen

gemäß Prüfungsordnung 5
der Deutschen Aktuarvereinigung e. V.

am 16. Mai 2025

Hinweise:

� Als Hilfsmittel für die Klausur sind der Leitfaden und die im Leitfaden ange-
gebene Literatur, Seminarunterlagen (Skript und Aufgabensammlung) sowie
frühere Klausuren jeweils in Papierform sowie ein nicht programmierbarer Ta-
schenrechner zugelassen. Hinweise zu den MC-Fragen finden Sie in der jewei-
ligen Aufgabenstellung.

� Die Gesamtpunktzahl beträgt 180 Punkte. Die Klausur ist bestanden, wenn
mindestens 90 Punkte erreicht werden.

� Bitte prüfen Sie die Ihnen vorliegende Prüfungsklausur auf Vollständigkeit. Die
Klausur besteht aus 30 Seiten.

� Alle Antworten sind zu begründen und bei Rechenaufgaben muss der Lösungs-
weg ersichtlich sein.

� Bitte vermeiden Sie bei der Lösungserstellung die nicht zusammenhängende
Streuung der Lösungen zu den einzelnen Aufgabenteilen.

� Aus Gründen der besseren Lesbarkeit wird auf die gleichzeitige Verwendung
der Sprachformen männlich, weiblich und divers (m/w/d) verzichtet.

Mitglieder der Prüfungskommission:

Prof. Torsten Becker, Dr. Richard Herrmann,
Prof. Christian Heumann, Dr. Stefan Pilz,
Prof. Viktor Sandor, Dr. Dominik Schäfer
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Aufgabe 1. [Lebensdauermodelle] [30 Punkte]

Es wird ein Bestand von Rentnern untersucht, in dem alle Zugänge bereits bis zum
Alter 70 erfolgt sind. Ein Storno der Rentenversicherung ist nicht möglich. Ausge-
wertet werden die Alter 70 bis 77 bezüglich der Sterblichkeit. Informationen liegen
zu dem Bestand von Versicherten und den Todesfälle eines Jahres vor. Die Angaben
umfassen sowohl die Anzahlen als auch die individuellen Beträge der Jahresrenten
(im folgenden als „Renten“ bezeichnet) jeweils für den Bestand und die Todesfälle
des Jahres nach Alter zusammengefaßt („Rentensumme“, vgl. nachstehende Tabel-
le). Die q bezeichnen die rechnungsmäßigen Ausscheidewahrscheinlichkeiten. Die
Altersbestimmung erfolgt als Differenz zwischen Beobachtungsjahr und Geburts-
jahr.

(a) [10 Punkte] Ermitteln Sie mit der Geburtsjahrmethode die Sterblichkeiten für
jedes der Alter 70 bis 77 sowohl auf Basis der Anzahlen als auch auf Basis der
Rentensummen.

(b) [20 Punkte] Überprüfen Sie anhand des Vorzeichentests auf dem 10-Prozent-
Niveau, ob die rechnungsmäßigen Wahrscheinlichkeiten q nicht mehr ange-
messen sind und zwar

(i) [14 Punkte] auf Basis der Anzahlen des Bestandes und der Todesfälle,

(ii) [4 Punkte] auf Basis der Rentensummen des Bestandes und der Todesfälle.

(iii) [2 Punkte] Geben Sie eine mögliche Begründung für die unterschiedlichen
Ergebnisse unter (i) und (ii) an.
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Für die Binomialverteilung gelten folgende Quantile:
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Lösung

(a) [10 Punkte] Aufgrund der Altersbestimmung ergeben sich bei der Geburtsjahr-
methode die Sterbehäufigkeiten für  = 70, ...,77

auf Basis der Anzahlen

qA

=
|T|

|L|

auf Basis der Rentensummen

qR

=
R(T)

R(L)

mit

|T|=Anzahl der Todesfälle im Alter x
|L|=Anzahl der Lebenden im Alter x
R(T)=Rentensumme der Todesfälle im Alter x
R(L)=Rentensumme der Lebenden im Alter x

 q |L| |T| qA


R(L) R(T) qR


70 0,145 100 20 0,200 10000 1420 0,142
71 0,145 100 13 0,130 10000 1170 0,117
72 0,145 100 16 0,160 10000 1216 0,122
73 0,145 100 14 0,140 10000 1540 0,154
74 0,145 100 13 0,130 10000 1040 0,104
75 0,145 100 15 0,150 10000 1395 0,140
76 0,145 100 13 0,130 10000 1183 0,118
77 0,145 100 13 0,130 10000 936 0,094

(b) (i) [14 Punkte] Überprüfung anhand der Anzahlen

Formulierung von Hypothese H0 und Alternative H1:

H0: Die rechnungsmäßigen Sterbewahrscheinlichkeiten q und die tat-
sächlichen Sterbehäufigkeiten qA


stimmen überein.

H1: Die rechnungsmäßigen Sterbewahrscheinlichkeiten q und die tat-
sächlichen Sterbehäufigkeiten qA


sind verschieden.

Bei Gültigkeit der Hypothese H0 kann man folgern, dass die beobachteten
Wahrscheinlichkeiten (Häufigkeiten) „mal größer und mal kleiner“ als die
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rechnungsmäßigen Wahrscheinlichkeiten sind. Ist die Differenz zwischen
beobachteten und rechnungsmäßig erwarteten Wahrscheinlichkeiten häu-
fig positiv (oder häufig negativ), so deutet dies auf Unterschiede zwischen
den rechnungsmäßigen und den tatsächlichen Sterbewahrscheinlichkei-
ten (Sterbehäufigkeiten) hin.

Teststatistik des Vorzeichentests:

TA =
77
∑

=70

1{
�

q−qA
�

>0}

Es ist n = 8 und unter der Gültigkeit der Hypothese H0 ist TA binomial-
verteilt mit Wahrscheinlichkeit ½ sowohl für eine positive als auch für eine
negative Differenz, d.h. es gilt

TA ∼ B(8,
1

2
)

Zu vorgegebenem Signifikanzniveau α = 0,1 wird ein Schwellenwert nα so
bestimmt, dass die Hypothese H0 abgelehnt wird, wenn der Wert der Test-
statistik nα nicht überschreitet oder den Wert 8 − nα überschreitet (zwei-
seitiger Test).

nα wird bestimmt aus

P (TA ≤ nα) =
nα
∑

j=0

�

8
j

��

1

2

�j�1

2

�8−j

=
�

1

2

�8 nα
∑

j=0

�

8
j

�

≤
α

2

Wegen

ƒ (0) + ƒ (1) = 0,004 + 0,031 = 0,035 <
α

2
= 0,05

und

ƒ (0) + ƒ (1) + ƒ (2) = 0,004 + 0,031 + 0,109 = 0,145 >
α

2
= 0,05

ist nα = 1 und 8 − nα = 7.

Die Hypothese H0 wird abgelehnt, wenn die Teststatistik TA in den Ableh-
nungsbereich A = {0,1,7,8} fällt.

Aufgrund der angegebenen Anzahlen von erwarteten und tatsächlichen
Todesfällen ist TA = 3, so dass für α = 10% TA nicht in den Ablehnungs-
bereich A fällt und die Hypothese H0 nicht abgelehnt wird. Aufgrund des
durchgeführten Tests besteht kein Anlass zur Änderung der Rechnungs-
grundlagen.
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(ii) [4 Punkte] Überprüfung anhand der Rentensummen der Todesfälle

Anstelle der Anzahl der verstorbenen Rentner des Alters  sollen jetzt die
Rentensummen der verstorbenen Rentner im Alter  betrachtet werden.
Die Formulierung von Hypothese und Alternative aus (i) ist deshalb anzu-
passen.

H0: Die rechnungsmäßigen Sterbewahrscheinlichkeiten q und die tat-
sächlichen Sterbehäufigkeiten qR


stimmen überein.

H1: Die rechnungsmäßigen Sterbewahrscheinlichkeiten q und die tat-
sächlichen Sterbehäufigkeiten qR


sind verschieden.

Bei Gültigkeit der Hypothese H0 kann man folgern, dass die beobachte-
ten Rentensummen der verstorbenen „mal größer und mal kleiner“ als die
Rentensummen der rechnungsmäßigen Sterbefälle sind. Ist die Differenz
zwischen beobachteten und rechnungsmäßig erwarteten Rentensummen
häufig positiv (oder häufig negativ), so deutet dies auf Unterschiede zwi-
schen den rechnungsmäßigen und den tatsächlichen Rentensummen der
verstorbenen Rentner hin. Die Teststatistik des Vorzeichentests lautet jetzt

TR =
77
∑

=70

1{
�

q−qR
�

>0}

Die Verteilung von TR ist wie die von TA: TR ∼ B(8, 12 ), so dass eben-
falls nα = 1 und 1 − nα = 7 gilt mit unverändertem Ablehnungsbereich
A = {0,1,7,8}.

Aufgrund der angegebenen Rentensummen von erwarteten und tatsächli-
chen Todesfällen ist TR = 1, so dass für α = 10% TR in den Ablehnungsbe-
reich A fällt und die Hypothese H0 abgelehnt wird. Aufgrund des durchge-
führten Tests können die Rechnungsgrundlagen nicht beibehalten werden.

(iii) [2 Punkte] Begründung für die unterschiedlichen Ergebnisse in (i) und (ii)

Bei der Überprüfung auf Basis der Anzahlen sind die tatsächlichen An-
zahlen der Todesfälle in 3 Altern (70, 72 und 75) höher und in 5 Altern
niedriger als erwartet; auf Basis der Rentensummen sind die Rentensum-
men der tatsächlichen Todesfälle Rentensummen nur im Alter 75 höher
und in allen anderen Altern niedriger als die erwarteten Rentensummen.
Auf Basis der Anzahlen ergibt sich keine Ablehnung der Hypothese. Die
Berücksichtigung der Rentensummen führt zu der Entscheidung, dass die
rechnungsmäßig angenommenen Sterblichkeiten die Realität nicht ausrei-
chend abbilden. Ein Grund hierfür kann sein, dass Versicherte mit höheren
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Renten eine geringere Sterblichkeit aufweisen als Rentner mit niedrigeren
Renten.
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Lösung Aufgabe 2 [(a,i) 3, (a,ii) 4, (a, iii) 3, (b,i) 4, (b,ii) 4, (c,i) 4, (c,ii) 4, (d) 4]

(a) (i) Die Copula ist in (1) abgebildet. Das erkennt man daran, dass X1, Y1 nur
Werte in [0,1] annimmt. Bei (2)-(4) werden auch Werte angenommen, die
größer als 1 sind.

(ii) Nur in (2) bewegen sich die Werte von X2, Y2 in [−3,3] und die Ränder
sind standardnormalverteilt. In (1) handelt es sich um die Copula, also X1, Y1 ∼
U[0,1], in (3) nehmen X3, Y3 nur positive Werte an, in (4) nimmt Y4 nur positive
Werte an, ist also nicht standardnormalvereilt.

(iii) In (2) liegt eine obere Tailabhängigkeit λU > 0 vor, da die Punktewolke in
der rechten oberen Ecke zusammenläuft. Daher ist (X2, Y2)> nicht zweidimen-
sional normalverteilt, da sonst λU = 0 wäre.

(b) (i) Aufgrund der angenommenen Werte, handelt es sich um (4) und es gilt
A = X4, B = Y4. In (6) ist der QQ-Plot von Y4 und in (7) von X4 zu sehen. Beim
QQ-Normal-Plot werden auf der y-Achse die Stichprobenwerte aufgetragen,
auf der -Achse die Quantile von N(0,1). Da Y4 nur positive Werte annimmt ist
also (6) der QQ-Plot von Y4.

(ii) Da die Ausgleichsgerade in (7) die Identitätsgerade ist, kann man von X4 ∼
N(0,1) ausgehen. Dafür spricht auch der symmetrische Boxplot (5), links. In
(6) sind die Abweichungen der Punkte von der Ausgleichsgeraden sehr groß,
auch der Boxplot in (5) ist unsymmetrisch. Daher ist Y4 nicht normalverteilt,
weitere Aussagen zur Verteilung sind nicht möglich.

(c) (i) Zu zeigen ist, dass φ streng monoton fallend und konvex ist, φ(1) = 0 und
limt↓0 φ(t) =∞ gilt.

lim
t↓0

φ(t) =
1

θ

�

lim
t→0

1

tθ
− 1

�

=∞

φ(1) =
1

θ

�

1−θ − 1
�

= 0

φ′(t) =
1

θ

�

−θt−θ−1
�

= −t−θ−1 < 0

φ′′(t) = (θ + 1)t−θ−2 > 0

(ii) Mit der Clayton-Copula CCl(,) =
�

1
1/θ
+ 1

1/θ
− 1

�−1/θ
und λL = lim

t↓0

C(t, t)

t
folgt
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lim
t↓0

C(t, t)

t
= lim

t↓0

1

t

�

2
�

1

t

�θ

− 1
�− 1θ

= lim
t↓0

1

t

�

2 − tθ

tθ

�−1/θ

= lim
t↓0

1

t
·
�

tθ

2 − tθ

�1/θ

= lim
t↓0

1

t

t
�

2 − tθ
�1/θ

= lim
t↓0

1
�

2 − tθ
�1/θ

=
1

21/θ
.

(d) Wählt man bei der Clayton-Copula θ = 1, dann ergibt sich in (c) (ii) λL =
1
2 . Sei

 die Verteilungsfunktion von N(0,1). Dann ist

F(, y) = CCL1
2
((),(y)), (, y) ∈ R2

mit dem Satz von Sklar die Verteilungsfunktion eines Zufallsvektors mit N(0,1)
verteilten Rändern. Die Tailwahrscheinlichkeit hängt nur von der Copula ab,
es gilt also λU =

1
2 . Wäre (X, Y)> zweidimensional normalverteilt, dann wäre

λU = 0.
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Aufgabe 5. [Credibility] [30 Punkte]  

(a) [15 Punkte] In einem Bayes’schen Credibility-Modell sei 𝜗 Realisierung eines zufälli-

gen Strukturparameters Θ: Ω → {0,1}, dessen a-priori-Verteilung die Zähldichte 

𝑓Θ(𝜗) ≔ 𝑃(Θ = 𝜗) mit 𝑓Θ(0) = 𝑓Θ(1) =
1

2
 besitze. Die Schadenhöhe 𝑋 folge bei ge-

gebenem Strukturparameter Θ = 𝜗 einer Verteilung mit Dichte  

𝑓𝑋|Θ=𝜗(𝑥) = 1 + 𝜗 − 2𝜗𝑥        für 0 ≤ 𝑥 ≤ 1. 

Gegeben seien zudem die (bei gegebenem Θ = 𝜗) unabhängigen Beobachtungen 

𝑋1, … , 𝑋𝑛 von 𝑛 = 5 Schäden mit den Realisierungen 

𝑖 1 2 3 4 5 

𝑥𝑖 0,12 0,03 0,80 0,48 0,18 

Berechnen Sie die allgemeine Credibility-Prämie. Gehen Sie dazu in folgenden Teil-

schritten vor und runden Sie Zwischenergebnisse auf 4 Nachkommastellen. 

(i) [5 Punkte] Berechnen Sie den Wert der gemeinsamen Dichte 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝜗) 

von Schäden und Strukturparameter für 𝜗 = 0 und 𝜗 = 1 sowie die gegebenen 

Beobachtungen 𝑥1, … , 𝑥𝑛.  

(Kontrollergebnisse: 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 0) = 0,5 und 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 1) = 1,1647) 

(ii) [5 Punkte] Berechnen Sie den Wert der Dichte 𝑓Θ|𝑋1=𝑥1,…,𝑋𝑛=𝑥𝑛
(𝜗) der a-poste-

riori-Verteilung für 𝜗 = 0 und 𝜗 = 1 sowie die gegebenen Beobachtungen 

𝑥1, … , 𝑥𝑛.  

(Kontrollergebnisse: 𝑓Θ|𝑋1=𝑥1,…,𝑋𝑛=𝑥𝑛
(0) = 0,3004 und 𝑓Θ|𝑋1=𝑥1,…,𝑋𝑛=𝑥𝑛

(1) =

 0,6996) 

(iii) [5 Punkte] Ermitteln Sie den Wert der allgemeinen Credibility-Prämie 𝐻∗.  

(Hinweis: Ohne Beweis können Sie 𝐻(𝜗) ≔ 𝐸(𝑋|Θ = 𝜗) =
1

2
−

𝜗

6
 verwenden.) 

 

(b) [15 Punkte] Als a-priori-Verteilung des Strukturparameters Θ wird nun eine Gleichver-

teilung auf dem Intervall [0,1] angesetzt. Die Schadenhöhe 𝑋 folge bei gegebenem 

Strukturparameter Θ = 𝜗 weiterhin der Verteilung mit Dichte  
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𝑓𝑋|Θ=𝜗(𝑥) = 1 + 𝜗 − 2𝜗𝑥        für 0 ≤ 𝑥 ≤ 1. 

Berechnen Sie den Wert der linearisierten Credibility-Prämie 𝐻∗∗ für die in (a) gege-

benen Beobachtungen 𝑥1, … , 𝑥𝑛. Gehen Sie in folgenden Teilschritten vor und runden 

Sie Zwischenergebnisse auf 4 Nachkommastellen. 

(Hinweis: Ohne Beweis können Sie verwenden, dass 𝐻(Θ) =
1

2
−

Θ

6
  und 𝑉𝑎𝑟(X|Θ) =

1

12
−

Θ2

36
 ist. Außerdem können Sie verwenden, dass für eine auf dem Intervall [0,1] 

gleichverteilte Zufallsvariable 𝑈 gilt: 𝐸(𝑈) =
1

2
, 𝐸(𝑈2) =

1

3
 und 𝑉𝑎𝑟(𝑈) =

1

12
.) 

(i) [6 Punkte] Berechnen Sie 𝐸(𝑋) = 𝐸(𝐻(Θ)) und 𝑉𝑎𝑟(𝐻(Θ)). 

(Kontrollergebnisse: 𝐸(𝑋) = 0,4167 und 𝑉𝑎𝑟(𝐻(Θ)) = 0,0023) 

(ii) [3 Punkte] Berechnen Sie 𝐸(𝑉𝑎𝑟(X|Θ)). 

(Kontrollergebnis: 𝐸(𝑉𝑎𝑟(X|Θ)) = 0,0741) 

(iii) [6 Punkte] Berechnen Sie den Wert des Credibility-Faktors 𝑧 und die lineari-

sierte Credibility-Prämie 𝐻∗∗. 
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Lösung: 

(a) (i) Für die gemeinsame Dichte gilt  

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝜗) = 𝑓Θ(𝜗) ∙ ∏ 𝑓𝑋|Θ=𝜗(𝑥𝑖).

𝑛

𝑖=1

 

Speziell für 𝜗 = 0 ist 

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 0) =
1

2
∙ ∏ 1

𝑛

𝑖=1

=
1

2
. 

Für 𝜗 = 1 ergibt sich 

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 1) =
1

2
∙ ∏(2 − 2𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

=
2𝑛

2
∙ ∏(1 − 𝑥𝑖) = 24

𝑛

𝑖=1

∙  0,072795 = 1,1647. 

(a) (ii) Für die gemeinsame Dichte gilt  

𝑓Θ|𝑋1=𝑥1,…,𝑋𝑛=𝑥𝑛
(𝜗) =

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝜗)

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 0) + 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 1)
. 

Somit ist   

𝑓Θ|𝑋1=𝑥1,…,𝑋𝑛=𝑥𝑛
(0) =

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 0)

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 0) + 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 1)
=

0,5

0,5 + 1,1647
= 0,3004 

und 

𝑓Θ|𝑋1=𝑥1,…,𝑋𝑛=𝑥𝑛
(1) =

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 1)

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 0) + 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 1)
=

1,1647

0,5 + 1,1647
= 0,6996. 

(a) (iii) Gemäß Hinweis ist  

𝐻(𝜗) = 𝐸(𝑋|Θ = 𝜗) =
1

2
−

𝜗

6
 . 

Somit ist   

𝐻∗ = ∑ 𝐻(𝜗)

1

𝜗=0

∙ 𝑓Θ|𝑋1=𝑥1,…,𝑋𝑛=𝑥𝑛
(𝜗) =

1

2
∙ 0,3004 + (

1

2
−

1

6
) ∙ 0,6996 = 0,3834. 
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(b) (i) Zunächst ist mit 𝐻(Θ) =
1

2
−

Θ

6
 

𝐸(𝑋) = 𝐸(𝐻(Θ)) =
1

2
−

E(Θ)

6
=

1

2
−

1

6
∙

1

2
=

5

12
= 0,4167. 

Zur Berechnung des Credibility-Faktors benötigt man zudem 

𝑉𝑎𝑟(𝐻(Θ)) = 𝑉𝑎𝑟 (
1

2
−

Θ

6
) =

𝑉𝑎𝑟(Θ)

62
=

1

36
∙

1

12
=

1

432
= 0,0023. 

(b) (ii) Gemäß Hinweis ist 

𝑉𝑎𝑟(X|Θ) =
1

12
−

Θ2

36
, 

so dass  

𝐸(𝑉𝑎𝑟(X|Θ)) =
1

12
−

𝐸(Θ2)

36
=

1

12
−

1

36
∙

1

3
=

2

27
= 0,0741. 

(b) (iii) Damit ergibt sich der Credibility-Faktor 

𝑧 =
𝑉𝑎𝑟(𝐻(Θ))

1
𝑛

𝐸(𝑉𝑎𝑟(X|Θ)) + 𝑉𝑎𝑟(𝐻(Θ))
=

0,0023

0,0741
5

+ 0,0023
= 0,1343. 

Die linearisierte Credibility-Prämie ist 

𝐻∗ = 𝑧 ∙ 𝑋 + (1 − 𝑧) ∙ 𝐸(𝑋) = 0,1343 ∙ 0,3220 + (1 − 0,1343) ∙ 0,4167 = 0,4040. 
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Aufgabe 6. [SDGL und ihre Simulation] [30 Punkte]

(a) [2 Punkte] Geben Sie für das Black Scholes Modell eines Aktienkursprozesses
(St)t≥0 die beschreibende SDGL sowie die explizite Lösung an.

(b) [12 Punkte] Ein Aktienkursprozess (St)t≥0 werde beschrieben durch die SDGL

dSt = μSt dt +
Æ

(t)St dWt, S0 = s0

mit einer zeitabhängigen Funktion (t), die die Volatilität
p

(t) des Kurspro-
zesses bestimmt. Geben Sie eine Lösung dieser SDGL an, wenn μ = 0,4 und
(t) = 1 + cos(t) (auftretende Riemann-Integrale sind vollständig auszurech-
nen). Bestimmen Sie daraus die Verteilung von St/S0 (Angabe der Verteilungs-
familie und der Werte der Verteilungsparameter).

(c) [6 Punkte] Die Volatilität
p

(t) eines Kursprozesses kann auch durch einen
stochastischen Prozess modelliert werden; aus der Funktion (t) in (b) wird
dann der Prozess (Vt)t≥0. Für eine konkrete Aktie werde dieser beschrieben
durch

dVt = 0,2 (0,3 − Vt)dt + 0,5
p

Vt dWt (∗)

Simulieren Sie einen Pfad dieses Prozesses mit der Euler-Methode; die Simu-
lationszeitpunkte seien t = 0, t = 0,1 und t = 0,3, der Startwert des Pfades
0 = 0,25. Verwenden Sie die zwei unabhängigen N(0,1)-Zahlen z1 = 0,388
und z2 = −0,928.

(d) [2 Punkte] Die Euler-Methode für eine SDGL vom Typ (∗) ist ungeeignet, da
das Verfahren unter Umständen irgendwann mit einer Fehlermeldung abbricht.
Geben Sie eine plausible Vermutung für den Grund eines solchen Abbruchs an.

(e) [4 Punkte] Die tatsächliche Verteilung von V0,1 aus Aufgabenteil (c) ist eine χ2
D
-

Verteilung, wobei der Freiheitsgrad D selbst wieder eine (diskrete) Zufallsvaria-
ble ist. Eine exakte Simulation von V0,1 besteht also aus zwei Teilsimulationen,
erst wird D simuliert und bei gegebenem D = d anschließend χ2

d
. In folgender

Abbildung ist ein Ausschnitt der Verteilungsfunktion von D abgebildet.
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(i) [2 Punkte] Simulieren Sie einen Wert von D unter Verwendung der Abbil-
dung und der U(0,1)-Zufallszahl  = 0,34. Beschreiben Sie Ihr Vorgehen.

(ii) [2 Punkte] Für welche  ∈ (0,1) liefert das Verfahren aus (i) einen Wert für
D größer als 40? (ungefähre Zahlenangaben mit zwei Nachkommastellen.)

(f) [4 Punkte] Für eine Pfaderzeugung soll nun die exakte Verteilung von V0,1

simuliert werden. In einer der Simulationsrunden habe sich für D der Wert
3 realisiert. Simulieren Sie für diesen Fall einen Wert der χ2

D
-Verteilung unter

Verwendung der drei unabhängigen N(0,1)-Zahlen z1 = 0,108, z2 = −0,344
und z3 = −0,138.
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Lösungsvorschlag

(a) SDGL:
dSt = μSt dt + σ St dWt

Explizite Lösung:
St = S0 exp
��

μ − 1
2σ

2
�

t + σWt

�

(b) In Verallgemeinerung des Black Scholes Modells hat die SDGL

dSt = μ(t)St dt + σ(t)St dWt

die Lösung

St = S0 exp

�

∫ t

0

�

μ(s) − 1
2σ

2(s)
�

ds +
∫ t

0
σ(s)dWs

�

Mit den Vorgaben der Aufgabenstellung folgt

St = S0 exp

�

∫ t

0

�

0,4 − 1
2 (1 + cos(s))

�

ds +
∫ t

0

Æ

1 + cos(s)dWs

�

= S0 exp

�

�

0,4 s − 1
2 (s + sin(s))
�s=t

s=0
+
∫ t

0

Æ

1 + cos(s)dWs

�

= S0 exp

�

−0,1 t − 1
2 sin(t) +
∫ t

0

Æ

1 + cos(s)dWs

�

.

Nun ist
∫ t

0

Æ

1 + cos(s)dWs ∼ N

�

0,
∫ t

0
(1 + cos(s))ds

�

= N (0, t + sin(t)) .

Daraus ergibt sich für die Verteilung von St/S0

St/S0 ∼ LN
�

−0,1 t − 1
2 sin(t), t + sin(t)

�

.

(c) Das Euler-Verfahren liefert

b0,1 = 0 + 0,2 (0,3 − 0) · (0,1 − 0) + 0,5
p

0 ·
p

0,1 − 0 · z1 = 0,282

sowie

b0,3 = b0,1 + 0,2 (0,3− b0,1) · (0,3− 0,1) + 0,5
q

b0,1 ·
p

0,3 − 0,1 · z2 = 0,172.

(d) Es ist möglich, dass im Verlauf des Verfahrens ein bt negativ wird (denn es
wird ja nicht die exakte Verteilung simuliert, die tatsächlich nur nichtnegative
Werte liefert). Dann bricht das Verfahren im nachfolgenden Schritt ab, da unter
der Wurzel eine negative Zahl steht.
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(e) (i) Inversionsmethode: Ist F die Verteilungsfunktion, dann ist F←() ein Sam-
ple aus F, wenn  eine U(0,1)-Zufallszahl ist.
Zur Ermittlung der Pseudoinversen zeichnet man eine parallele Linie zur
-Achse durch den Punkt y = 0,34 ein (0,34 ist in diesem Fall das ). Diese
durchdringt den Graphen der Verteilungsfunktion an der Stelle  = 38 (vor
 = 38 ist die Linie über dem Graphen von F, ab  = 38 ist sie darunter).
Daher ist F←(0,34) = 38.

(ii) Dies erfüllen alle Werte auf der y-Achse, deren Pseudoinverse größer 40
ist. Die sind laut Grafik (mit zwei Nachkommastellen Genauigkeit) alle  ∈
(0,55; 1).

(f) Eine χ23-Verteilung ist per Definition die Verteilung einer Zufallsvariablen X der
Form

X = Z2
1 + Z2

2 + Z2
3,

wobei Z1, Z2, Z3 unabhängig und N(0,1)-verteilt sind. Mit den vorgegebenen
Werten ergibt sich als Samplewert

0,1082 + (−0,344)2 + (−0,138)2 = 0,149.
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