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Hinweise:

Als Hilfsmittel fur die Klausur sind der Leitfaden und die im Leitfaden ange-
gebene Literatur, Seminarunterlagen (Skript und Aufgabensammlung) sowie
frihere Klausuren jeweils in Papierform sowie ein nicht programmierbarer Ta-
schenrechner zugelassen. Hinweise zu den MC-Fragen finden Sie in der jewei-
ligen Aufgabenstellung.

Die Gesamtpunktzahl betragt 180 Punkte. Die Klausur ist bestanden, wenn
mindestens 90 Punkte erreicht werden.

Bitte prufen Sie die Ihnen vorliegende Prufungsklausur auf Vollstandigkeit. Die
Klausur besteht aus 30 Seiten.

Alle Antworten sind zu begrinden und bei Rechenaufgaben muss der Losungs-
weg ersichtlich sein.

Bitte vermeiden Sie bei der Losungserstellung die nicht zusammenhangende
Streuung der Losungen zu den einzelnen Aufgabenteilen.

Aus Grunden der besseren Lesbarkeit wird auf die gleichzeitige Verwendung
der Sprachformen mannlich, weiblich und divers (m/w/d) verzichtet.

Mitglieder der Prifungskommission:

Prof. Torsten Becker, Dr. Richard Herrmann,
Prof. Christian Heumann, Dr. Stefan Pilz,
Prof. Viktor Sandor, Dr. Dominik Schafer
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DAV Klausur Grundwissen
A Deutsche Angewandte Stochastik

Aktuarvereinigung e.V. am 16.Mai 2025

Aufgabe 1. [Lebensdauermodelle] [30 Punkte]

Es wird ein Bestand von Rentnern untersucht, in dem alle Zugange bereits bis zum
Alter 70 erfolgt sind. Ein Storno der Rentenversicherung ist nicht madglich. Ausge-
wertet werden die Alter 70 bis 77 bezuglich der Sterblichkeit. Informationen liegen
zu dem Bestand von Versicherten und den Todesfalle eines Jahres vor. Die Angaben
umfassen sowohl die Anzahlen als auch die individuellen Betrage der Jahresrenten
(im folgenden als ,,Renten” bezeichnet) jeweils fuUr den Bestand und die Todesfalle
des Jahres nach Alter zusammengefalst (,Rentensumme*, vgl. nachstehende Tabel-
le). Die gx bezeichnen die rechnungsmaRigen Ausscheidewahrscheinlichkeiten. Die
Altersbestimmung erfolgt als Differenz zwischen Beobachtungsjahr und Geburts-
jahr.

Bestand erwartete Todesfalle |eingetretene Todesfalle
Alter x| g, |Anzahl Rentensumme|Anzahl Rentensumme|Anzahl Rentensumme
M () 3 “ ®) 6 ) 8)
70 |0,145| 100 10000 14,5 1450 20 1420
71 10,145| 100 10000 14,5 1450 13 1170
72 10,145| 100 10000 14,5 1450 16 1216
73 10,145| 100 10000 14,5 1450 14 1540
74 10,145| 100 10000 14,5 1450 13 1040
75 10,145| 100 10000 14,5 1450 15 1395
76 |0,145| 100 10000 14,5 1450 13 1183
77 10,145 100 10000 14,5 1450 13 936

(a) [10 Punkte] Ermitteln Sie mit der Geburtsjahrmethode die Sterblichkeiten fur
jedes der Alter 70 bis 77 sowohl auf Basis der Anzahlen als auch auf Basis der
Rentensummen.

(b) [20 Punkte] Uberprifen Sie anhand des Vorzeichentests auf dem 10-Prozent-
Niveau, ob die rechnungsmafigen Wahrscheinlichkeiten gx nicht mehr ange-
messen sind und zwar

(i) [14 Punkte] auf Basis der Anzahlen des Bestandes und der Todesfalle,
(ii) [4 Punkte] auf Basis der Rentensummen des Bestandes und der Todesfalle.

(iii) [2 Punkte] Geben Sie eine mdgliche Begrindung fur die unterschiedlichen
Ergebnisse unter (i) und (ii) an.
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Fur die Binomialverteilung gelten folgende Quantile:
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Bin(8,0,5) [Bin(7:05)] [Bin(6,0,5)
k | F(k) k | F(k) k | F(k)
0 0,004 | 00008 [0 0016
1 0,035 1 [0,063] [ 1 ]0,109
2 [0,145] [ 210227 |2 0344
3 [0,363] | 3 [0,500 | 3 |0,656
4 10,637] |4 |0773] |4 [0,891
5 [0,855| | 5(0,938] | 5 |0,984
6 (0,965 | 6(0,992| | & |1,000
7 [0,996] | 7 1,000

8 [1,000
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Losung

(a) [10 Punkte] Aufgrund der Altersbestimmung ergeben sich bei der Geburtsjahr-
methode die Sterbehaufigkeiten fur x =70, ..., 77

auf Basis der Anzahlen
A _ |TX|

AT

auf Basis der Rentensummen
R R(TX)

T = R

mit

|Tx|=Anzahl der Todesfalle im Alter x
|Lx|=Anzahl der Lebenden im Alter x
R(Tx)=Rentensumme der Todesfalle im Alter x
R(Lx)=Rentensumme der Lebenden im Alter x

X | Qx |Lx| | Tx| QQ R(Lx) | R(Tx) QQ

70 | 0,145 | 100 | 20 0,200 | 10000 | 1420 | 0,142
710,145 | 100 |13 0,130 | 10000 | 1170 | 0,117
72| 0,145 | 100 |16 0,160 | 10000 | 1216 | 0,122
73 10,145 | 100 | 14 0,140 | 10000 | 1540 | 0,154
74 | 0,145 | 100 |13 0,130 | 10000 | 1040 | 0,104
750,145 | 100 | 15 0,150 | 10000 | 1395 | 0,140
76 | 0,145 | 100 |13 0,130 | 10000 | 1183 | 0,118
77 | 0,145 | 100 | 13 0,130 | 10000 | 936 0,094

(b) (i) [14 Punkte] Uberprifung anhand der Anzahlen

Formulierung von Hypothese Hg und Alternative Hy:

Ho: Die rechnungsmaBigen Sterbewahrscheinlichkeiten gx und die tat-
sachlichen Sterbehaufigkeiten qﬁ stimmen Uberein.

Hi: Die rechnungsmaBigen Sterbewahrscheinlichkeiten gx und die tat-
sachlichen Sterbehaufigkeiten qﬁ sind verschieden.

Bei Gultigkeit der Hypothese Hg kann man folgern, dass die beobachteten
Wahrscheinlichkeiten (Haufigkeiten) ,,mal groBer und mal kleiner” als die
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rechnungsmaBiigen Wahrscheinlichkeiten sind. Ist die Differenz zwischen
beobachteten und rechnungsmaRig erwarteten Wahrscheinlichkeiten hau-
fig positiv (oder haufig negativ), so deutet dies auf Unterschiede zwischen
den rechnungsmafBigen und den tatsachlichen Sterbewahrscheinlichkei-
ten (Sterbehaufigkeiten) hin.

Teststatistik des Vorzeichentests:
77
Ta= Z L{(ae-a2)>0
x=70

Es ist n = 8 und unter der Gultigkeit der Hypothese Hg ist T binomial-
verteilt mit Wahrscheinlichkeit 4 sowohl fur eine positive als auch fur eine
negative Differenz, d.h. es gilt

1
Ta~ B(8, =
A~ B( 2)
Zu vorgegebenem Signifikanzniveau a = 0, 1 wird ein Schwellenwert n4 so
bestimmt, dass die Hypothese Hg abgelehnt wird, wenn der Wert der Test-
statistik ny nicht Uberschreitet oder den Wert 8 — ny Uberschreitet (zwei-

seitiger Test).

Nng wird bestimmt aus
n j 8—j 8 n
a8 1V /1\° 1 %( 8 o
P(Ta<ng)= . el == .| <=
(T4 =) FZO(J )(2)(2) (2) ,ZZO(J ) 2

a
f(0)+f(1)=0,004+0,031=0,035< > =0,05

Wegen

und

o
f(0) + (1) +f(2) =0,004+0,031+ 0,109 =0,145 > — =0, 05

istng=1und 8—ng=17.

Die Hypothese Hgp wird abgelehnt, wenn die Teststatistik T4 in den Ableh-
nungsbereich A= {0, 1, 7, 8} fallt.

Aufgrund der angegebenen Anzahlen von erwarteten und tatsachlichen
Todesfallen ist T4 = 3, so dass fur a = 10% T4 nicht in den Ablehnungs-
bereich A fallt und die Hypothese Hg nicht abgelehnt wird. Aufgrund des
durchgefiihrten Tests besteht kein Anlass zur Anderung der Rechnungs-
grundlagen.
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(ii)

(iii)

[4 Punkte] Uberpriifung anhand der Rentensummen der Todesfalle

Anstelle der Anzahl der verstorbenen Rentner des Alters x sollen jetzt die
Rentensummen der verstorbenen Rentner im Alter x betrachtet werden.
Die Formulierung von Hypothese und Alternative aus (i) ist deshalb anzu-
passen.

Ho: Die rechnungsmaliigen Sterbewahrscheinlichkeiten gx und die tat-
sachlichen Sterbehaufigkeiten q}’j stimmen Uberein.

Hi: Die rechnungsmaliigen Sterbewahrscheinlichkeiten gx und die tat-
sachlichen Sterbehaufigkeiten q}’j sind verschieden.

Bei Gultigkeit der Hypothese Ho kann man folgern, dass die beobachte-
ten Rentensummen der verstorbenen ,mal gréBer und mal kleiner” als die
Rentensummen der rechnungsmafBigen Sterbefalle sind. Ist die Differenz
zwischen beobachteten und rechnungsmafiig erwarteten Rentensummen
haufig positiv (oder haufig negativ), so deutet dies auf Unterschiede zwi-
schen den rechnungsmaRigen und den tatsachlichen Rentensummen der
verstorbenen Rentner hin. Die Teststatistik des Vorzeichentests lautet jetzt

77

Tr= Z L{(ge—ar)>0
x=70

Die Verteilung von Ty ist wie die von Txa: Tr ~ B(S,%), so dass eben-
falls no = 1 und 1 — ng = 7 gilt mit unverandertem Ablehnungsbereich
A={0,1,7,8}.

Aufgrund der angegebenen Rentensummen von erwarteten und tatsachli-
chen Todesfallen ist TR = 1, so dass fur a = 10% Tgr in den Ablehnungsbe-
reich A fallt und die Hypothese Hg abgelehnt wird. Aufgrund des durchge-
fuhrten Tests konnen die Rechnungsgrundlagen nicht beibehalten werden.

[2 Punkte] Begrundung fur die unterschiedlichen Ergebnisse in (i) und (ii)

Bei der Uberpriifung auf Basis der Anzahlen sind die tatsachlichen An-
zahlen der Todesfalle in 3 Altern (70, 72 und 75) hdher und in 5 Altern
niedriger als erwartet; auf Basis der Rentensummen sind die Rentensum-
men der tatsachlichen Todesfalle Rentensummen nur im Alter 75 hdher
und in allen anderen Altern niedriger als die erwarteten Rentensummen.
Auf Basis der Anzahlen ergibt sich keine Ablehnung der Hypothese. Die
Berucksichtigung der Rentensummen fuhrt zu der Entscheidung, dass die
rechnungsmaliig angenommenen Sterblichkeiten die Realitat nicht ausrei-
chend abbilden. Ein Grund hierfur kann sein, dass Versicherte mit héheren
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Renten eine geringere Sterblichkeit aufweisen als Rentner mit niedrigeren
Renten.
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Aufgabe 2. [Deskriptive Statistik, AbhangigkeitsmalSe] [30 Punkte]

(a) [10 Punkte] In Abbildung 1 sind vier Scatterplots von Zufallsvektoren (X;, YT,
{=1,...,4 zu sehen. Einer ist der Scatterplot einer Copula, ein weiterer der
Scatterplot eines Zufallsvektors mit standardnormalverteilten Randern.

1.00 -
0.75-

ST 0.50-

0.25-

0.00-
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 -2 0 2

X3 Xy

Abbildung 1: Scatterplots von 1000 Simulationen von zweidimensionalen Zufalls-
vektoren

(i) [3 Punkte] Welcher der Scatterplots gehort zur Copula? Begrianden Sie ihre
Antwort.

(ii) [4 Punkte] In welchem Scatterplot sind die Rander standardnormalver-
teilt? Begriinden Sie ihre Antwort.

(iii) [3 Punkte] Ist der Zufallsvektor in (a) (ii) zweidimensional normalverteilt?
Begrinden Sie ihre Antwort.
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(b) [8 Punkte] In Abbildung 2 sind die Boxplots und QQ-Normal-Plots der Rander
zu einem der Scatterplots (1)-(4) Abbildung 1 gegeben.

(5) (6) 7)

L]
2- o-
2-

- @ e

Abbildung 2: Boxplots und QQ-Normalplots der zwei Randverteilungen eines der
Scatterplots (1)-(4) in Abbildung 1

(i) [4 Punkte] Welcher Zufallsvektor (Xk, Y«)T ist in (5)-(7) dargestellt, welche
Zufallsvariable ist A bzw. B in (5)? Welche Zufallsvariable ist in (6) und
welche in (7) dargestellt? Begrinden Sie ihre Antworten.

(ii) [4 Punkte] Was schlieBen Sie aus den Plots in Abbildung 2 bezUglich der
Verteilung der beiden Zufallsvariablen? Begrunden Sie ihre Antwort.

1/1
(c) [8 Punkte] Sei 8 >0 und ¢ :(0,1] — [0, ), @(t) = 3 (t_e_ 1)_

(i) [4 Punkte] Beweisen Sie, dass ¢ der Erzeuger einer archimedischen Copu-
la ist.

(ii) [4 Punkte] Die von ¢ erzeugte Copula ist die Clayton-Copula (ein Beweis
ist nicht verlangt). Beweisen Sie, dass fur die untere Tailabhangigkeit

gilt.

(d) [4 Punkte] Konstruieren Sie einen Zufallsvektor (X, Y)T mit X, Y ~ N(0, 1) und

1
der unteren Tailabhangigkeit A, = > Ist (X,Y)" zweidimensional normalver-
teilt?
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Losung Aufgabe 2 [(a,i) 3, (a,ii) 4, (a, iii) 3, (b,i) 4, (b,ii) 4, (c,i) 4, (c,ii) 4, (d) 4]

(a) (i) Die Copula ist in (1) abgebildet. Das erkennt man daran, dass Xi, Y1 nur
Werte in [0,1] annimmt. Bei (2)-(4) werden auch Werte angenommen, die
groBBer als 1 sind.

(ii) Nur in (2) bewegen sich die Werte von X3,Y> in [—3, 3] und die Rander
sind standardnormalverteilt. In (1) handelt es sich um die Copula, also X1, Y1 ~
U[0, 1], in (3) nehmen X3, Y3 nur positive Werte an, in (4) nimmt Y4 nur positive
Werte an, ist also nicht standardnormalvereilt.

(iii) In (2) liegt eine obere Tailabhangigkeit Ay > 0 vor, da die Punktewolke in
der rechten oberen Ecke zusammenlauft. Daher ist (X2, Y2)T nicht zweidimen-
sional normalverteilt, da sonst Ay = 0 ware.

(b) (i) Aufgrund der angenommenen Werte, handelt es sich um (4) und es gilt
A = X4, B=Ys. In (6) ist der QQ-Plot von Y4 und in (7) von X4 zu sehen. Beim
QQ-Normal-Plot werden auf der y-Achse die Stichprobenwerte aufgetragen,
auf der x-Achse die Quantile von N(O, 1). Da Y4 nur positive Werte annimmt ist
also (6) der QQ-Plot von Yj.

(ii) Da die Ausgleichsgerade in (7) die Identitatsgerade ist, kann man von X4 ~
N(O, 1) ausgehen. Dafur spricht auch der symmetrische Boxplot (5), links. In
(6) sind die Abweichungen der Punkte von der Ausgleichsgeraden sehr grof,
auch der Boxplot in (5) ist unsymmetrisch. Daher ist Y4 nicht normalverteilt,
weitere Aussagen zur Verteilung sind nicht mdglich.

(c) (i) Zu zeigen ist, dass ¢ streng monoton fallend und konvex ist, ¢(1) = 0 und

Il : 1 —_

(179—-1)=0

't'fB‘ o(t) =

e(1) =

POl |

P'(t) = 5 (—ot ) =—t%1<0
") =(6+1)t % 2>0

C(t, t)
t

(||) it der C|ayt0 -COpu|a C I(u V) = (_1 - 1) Y und )\L = |lim
M n , et e e
fOIgt
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-1
0

CCctt) 1( [1\° 12—\ 1 e VP
lim =lim—-|(2|—-] —1 =lim— =lim-—_.
tlo  t tlo t t tlo t to tlo t \2—t¢

i 1 t ’ 1 1
B tllrg)1 ?(Z—te)l/e - t'f? (z_te)l/e T oue°

(d) Wahlt man bei der Clayton-Copula 6 = 1, dann ergibt sich in (c) (ii) A, = % Sei
® die Verteilungsfunktion von N(0, 1). Dann ist

F(x,y) = C‘%:L(<1>(X), a(y)), (x,y) € R?

mit dem Satz von Sklar die Verteilungsfunktion eines Zufallsvektors mit N(O, 1)
verteilten Randern. Die Tailwahrscheinlichkeit hangt nur von der Copula ab,
es qgilt also Ay = % Ware (X, Y)T zweidimensional normalverteilt, dann wéare
Ayu=0.
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Aufgabe 3. [36 Punkte] Induktive Statistik

Bei einer zufallig ausgewahlten Teilmenge von n = 5000 Versicherten eines Be-
stands wurde ein neues Versicherungsprodukt beworben. AnschlieSend wurde eva-
luiert, ob die Werbeaktion erfolgreich war (”Ja”) oder nicht ("Nein”). Sei n; die Wahr-
scheinlichkeit, dass die versicherte Person i das neue Produkt erwirbt. Die indivi-
duellen Wahrscheinlichkeiten sollen modelliert werden. Dazu stehen die Merkmale
Alter (metrisch, in Jahren) und Region (drei Kategorien: A, B, C) zur Verfligung.

(a) [2 Punkte] Definieren Sie eine geeignete Zielvariable Y und deren Verteilung
far ein verallgemeinertes lineares Regressionsmodell.

(b) [2 Punkte] Stellen Sie die Likelihood als Funktion der m;, i=1,...,n auf.

(c) [16 Punkte] Die Ausgabe des Regressionsmodells sieht folgendermalien aus:

Coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>|z])
(Intercept) -3.1578 0.3439 -9.2 <2e-16 *xxx
alter 0.0383 ? 5.1 3e-07 *x*xx*
regionB -1.3379 0.1279 -10.5 <2e-16 xxx
regionC 1.3520 0.0869 15.6 <2e-16 *x*x
Signif. codes: 0 ‘*xxx’ 0.001 ‘xx’ 0.01 ‘x’" 0.05 ‘.” 0.1 * ' 1

Null deviance: 5045.3 on 4999 degrees of freedom
Residual deviance: 4528.4 on 4996 degrees of freedom
AIC: 4536

(i) [4 Punkte] Geben Sie die Regressionsgleichung mit kanonischer Linkfunk-
tion an, welche zur gegebenen Ausgabe fuhrt. Geben Sie dazu genau an,
welche Kodierung fur die Region verwendet wird. Geben Sie auch die Re-
sponsefunktion an.

(ii) [2 Punkte] Geben Sie den kodierten Vektor der Kovariablen x; flr eine
35-jahrige versicherte Person in Region B an.

(iii) [2 Punkte] Berechnen Sie den Standardfehler (Std. Error) fir das Merk-
mal Alter.

(iv) [1 Punkt] Interpretieren Sie den geschatzten Koeffizienten fur das Merk-
mal Alter hinsichtlich seines quantitativen Einflusses auf die Zielvariable
(eine mogliche Interpretation genigt).

(v) [2 Punkte] Interpretieren Sie die geschatzten Koeffizienten flir das Merk-
mal Region.
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(vi) [3 Punkte] Welche Wahrscheinlichkeit schatzt man fur eine 40-jahrige ver-
sicherte Person aus Region A, das neue Produkt zu erwerben?

(vii) [2 Punkte] Das metrische Alter ist linear in den Pradiktor aufgenommen
worden. Nennen Sie zwei weitere Moglichkeiten, das Alter nichtlinear in
den Pradiktor aufzunehmen.

(d) [16 Punkte] Es wird nun ein weiteres Modell geschatzt:

Coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>|z])

(Intercept) -2.1700 0.4269 -5.08 3.7e-07 x*xx

alter 0.0165 0.0094 1.76  0.0789 .

regionB -0.6295 1.1947 -0.53 0.5983

regionC -2.6186 0.8170  -3.21 0.0014 =x*x
alter:regionB -0.0154 0.0263 -0.59 0.5570
alter:regionC 0.0882 0.0180 4.89 1.0e-06 xxx

Signif. codes: 0 ‘xxx’' 0.001 ‘*x' 0.01 ‘x’" 0.05 ‘.’” 0.1 ‘ "1

Null deviance: 5045.3 on 4999 degrees of freedom
Residual deviance: 4500.9 on 4994 degrees of freedom
AIC: 4513

Wir betrachten im Folgenden die Interaktion von Alter und Region.

(i) [4 Punkte] Formulieren Sie die entsprechenden Hypothesen Hg und H;
(verbal und mathematisch), um zu Uberprifen, ob die Interaktion von
Alter und Region einen Einfluss auf die Wahrscheinlichkeit hat, dass die
versicherte Person das Produkt erwirbt.

(ii) [2 Punkte] Schlagen Sie eine einen Test vor, fur den Sie mit den gegebe-
nen R-Ausgaben die Teststatistik berechnen kdonnen (kurze Begrtundung).

(iii) [2 Punkte] Geben Sie die Zahl der Freiheitsgrade (Df) des entsprechenden
Tests (kurze Begrindung) an.

(iv) [1 Punkt] Welche (approximative) Verteilung hat die Teststatistik?
(v) [5 Punkte] Berechnen Sie die Teststatistik!

(vi) [2 Punkte] Geben Sie die Testentscheidung zum Niveau a = 0.05 an (kurze
Begrindung).
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Hinweis: Folgende 95%-Quantile der x2(df, 0.95)-Verteilung sind gege-
ben:

X105 =384 X3,0.05 =299 Xig94;095 = 2199-32
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Losung

(a) [2 Punkte] Eine geeignete Zielvariable Y ist binar: Y; = 1, falls Versicherter i das
Produkt erwirbt, Y; = 0 sonst. Als Verteilung wahlt man die Bernoulli-Verteilung.

(b) [2 Punkte] Likelihood als Funktion der m;:

5000

L(my, ..., Mso00) = | | m/'(1—m)@—¥2.
i=1

(c) [16 Punkte]

(i) [4 Punkte] Logistisches Regressionsmodell mit Alter und Region als Haupt-
effekte. Region ist kategorial, man wahlt die Dummy-Kodierung. Da die
Region drei Kategorien hat, mussen 2 Dummy-Variablen verwendet wer-
den. In der Ausgabe wird Region A als Referenzkategorie verwendet.

1'[.
Iog(1 : )=[3’o+,BlAIter+BzRegionB+33Regionc.

Die Responsefunktion lautet:

exp(Bo + B1Alter + B2Regiong + B3Region,)
T =
T+ exp(Bo + Bi1Alter + B2Regiong + B3Region()

(ii) [2 Punkte] Region A ist auch in der R-Ausgabe die Referenzkategorie. Ei-
ne 35-jahrige versicherte Person in Region B hat deshalb den kodierten
Vektor:

Intercept Alter Dummy 1 (Region B) Dummy 2 (Region C)
1 35 1 0

oder kurz x; = (1, 35,1, 0).

(iii) [2 Punkte] Der geschatzte Standardfehler ist:

Estimateaiter
Std. Error = =0.0383/5.1=0.0075098 .

ZAlter

(iv) [1 Punkt] 3 mogliche Interpretationen:

e Erhdht sich das Alter um 1 Jahr, so erhoht sich die logarithmierte Chan-
ce (fur Kauf des Produkts vs. Nichtkauf),

00 ( 175
Ogl—n'

additiv um B; = 0.0383.
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e Erhoht sich das Alter um 1 Jahr, erhoht sich die Chance (Odds, flr Kauf
des Produkts vs. Nichtkauf) (multiplikativ) um den Faktor exp(B1) =
1.039.

e Der Odds Ratio ist exp(B1) = 1.039, d.h. die Chance einer (x+ 1)-Jahre
alten versicherten Person (fur Erwerb des Produkts vs. Nichterwerb) ist
um den Faktor exp(B1) = 1.039 héher als die Chance einer x-Jahre alte
versicherten Person.

(v) [2 Punkte] Die Interpretation ist immer bezogen auf die Referenzkategorie
(Region A) zu machen:

Die Chance fur Kauf vs. Nichtkauf ist in Region B um den Faktor
exp(—1.3379)=0.2624

niedriger als in Region A.

Die Chance fur Kauf vs. Nichtkauf ist in Region C dagegen um den Faktor
exp(1.3520) = 3.8651

hoher als in Region A.

(vi) [3 Punkte] Pradiktor n;=—3.1578+40-0.0383 =—1.6258. Damit:

1 exp(—1.6258)

= =0.1644 .
1+ exp(1l.6258) 1+ exp(—1.6258)

P(Yi=1)=

Die Kaufwahrscheinlichkeit wird auf etwa 0.1644 geschatzt.

(vii) [2 Punkte] Folgende Alternativen sind mdglich: Aufnahme von Transforma-
tionen des Alters, also log(Alter) oder Alter? oder Generalisierte Additive
Modelle (GAM) oder feinere Kategorisierung.

(d) [16 Punkte]

(i) [4 Punkte] Verbal: Hy: Es besteht keine Interaktion zwischen Alter und
Region. H; : Es besteht eine Interaktion zwischen Alter und Region. Ma-
thematisch:

Ho : ﬁAlter,RegionB = ﬁAlter,RegionC =0

versus
H1 : Baiter,Regions #0 oder Baiter,Regionc #0

(oder im nicht ausschlieSenden Sinn, d.h mindestens einer der Koeffizien-
ten ist von Null verschieden).
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(ii) [2 Punkte] Likelihood-Quotienten-Test (LQT). Die Teststatistik kann mit Hil-
fe der beiden AIC Werte der Modelle ohne und mit Interaktion berechnet
werden.

(iii) [2 Punkte] Die Zahl der Freiheitsgrade ist 2. Begrindung: Alter ist metrisch
und Region hat 3 Kategorien. Damit ist die Zahl der bendétigten Dummy-
Variablen flr die Interaktion (3 — 1) = 2. Dies ist die Differenz der Anzahl
der Parameter im Modell mit Interaktion im Vergleich zum Modell ohne
Interaktion.

(iv) [1 Punkt] Die Teststatistik ist asymptotisch x2-verteilt mit 2 Freiheitsgra-
den.

(v) [5 Punkte]

e AIC =—2-loglikelihood + 2 -Anzahl der geschatzten Parameter und da-
mit

2 -loglikelihood = 2 - Anzahl der geschatzten Parameter — AIC
e Modell ohne Interaktion: AIC = 4536, Modell mit Interaktion: AIC =
4513

e Damit ist die Teststatistik LQT (Zweimal die Differenz der Loglikelihood
des Modells mit Interaktion und des Modells ohne Interaktion):

LQT=2-6—4513—(2-4—4536) =27

(vi) [2 Punkte] Die Testentscheidung ist: Ho ablehnen (Interaktion), da 27 >

2 _
X2:0.95 =5.99
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Aufgabe 4. [24 Punkte] Zeitreihenanalyse

(a) [3 Punkte] Geben Sie an, welche Annahmen fur Zeitreihenmodelle hinsichtlich

A) des Abstands zwischen zwei zeitlich aufeinanderfolgenden Messungen,
B) des Skalenniveaus der gemessenen Variable,
C) der Korreliertheit oder Unkorreliertheit zwischen den Messungen

getroffen werden.

(b) [6 Punkte] Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind.
Begrunden Sie lhre Entscheidungen kurz und im Falle von falschen Aussagen
geben Sie die zudem die richtige Aussage an. Flr jede richtige [falsche] Ant-
wort gibt es zwei [Null] Punkte.

A) Bei AR(p) Modellen kann man zukUnftige Werte schatzen und der Parameter
p gibt die Anzahl der latenten Komponenten des AR-Modells an.

B) Der random walk y¢ = yt—1 + ug, ut iid N(0,1), ist stationar.

C) Die partielle Autokorrelation ist ein Spezialfall der Autokorrelation.

(c) (i) [3 Punkte] Die folgende Grafik enthalt auf Monatsbasis die 10-jahrige
Rendite (in Prozent) von U.S. Treasury Securities (Quelle: Federal Reser-
ve Bank of St. Louis). Nennen Sie die drei Charakteristika, die geeignet
sind den Verlauf der Zeitreihe zu beschreiben!(Abschatzung anhand der
Grafik).

16~

12-

US treasury bonds 10 year yield, monthly basis
(o]

1980 1990 2000 2010 2020
Time period
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(ii) [1 Punkt] Nennen Sie einen Grund warum die Zeitreihe nicht stationar ist.

(iii) [4 Punkte] Welche Transformationen bzw. Bereinigungen schlagen Sie vor
um eine stationare Zeitreihe zu erreichen? (zwei Vorschlage mit kurzer
Begrindung)

(iv) [3 Punkte] Fur die bereinigte Zeitreihe wurde die Autokorrelationsfunkti-
on bzw. die partielle Autokorrelationsfunktion bzw. die Residuen berechnet
und visualisiert. Interpretieren Sie die Grafiken (jeweils 1 Punkt). Bitte be-
achten Sie, dass die PACF erst ab lag=1 definiert ist.

ACF
Q
(e}
@A
o f---- l -------------------------- iatatel el Sttt fululalatetelulee
IS e —— S ——— e —————_— |y g i S A ———— T
w
S -
[
<
T T T T T T
0 5 10 15 20
Lag
PACF
5 S e
— i ............. R | A —— [ —— L
T T T T T
1 5 10 15 20
Lag
Residuals

500 600

o
-
o
o
N
o
o
w
o
o
'S
o
o

(v) [2 Punkte] Sie sollen fur die bereinigte Zeitreihe ein Modell schatzen. Ma-
chen Sie einen Vorschlag und begrinden ihn kurz!
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(vi) [2 Punkte] Wie beurteilen Sie den Einsatz von diesem Zeitreihenmodell
(d.h. auf Basis der bereinigten Zeitreihe) fur die kurzfristige Prognose (mit
kurzer Begrundung)?
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Losung

(a) [3 Punkte]

A) Die Werte sind zu aquidistanten - gleichabstandigen
Zeitpunkten vorhanden.
B) Die Werte sind Realisierungen einer metrisch skalierten Variable.
C) Die Werte sind korreliert
(abhangig wurde auch akzeptiert werden).

(b) [6 Punkte]

A) falsch, p gibt die Anzahl der vergangenen Beobachtungen (Parameter) an, die
zur Modellierung der gegenwartigen Beobachtung herangezogen werden
ebenso zulassig: AR Modell hat keine latenten Komponenten, sondern das
MA-Modell

B) falsch, da die Varianz als Funktion in t zunimmt.
C) falsch, es handelt sich um verwandte Konzepte der Abhangigkeit: bedingte versus
marginale Betrachtung.

(c) [3 Punkte]
(i) i. Trend(s) vorhanden.
ii. Volatilitat vermutlich konstant.
iii. Saisonalitat nicht sichtbar bzw. nicht vorhanden.

iv. auch akzeptabel: gleichabstandige Beobachtungen bzw. metrisch ska-
liertes Merkmal. Die Bedingungen sind erfullt.

(ii) [1 Punkte] Die Zeitreihe ist nicht stationar; Grinde: Trend, lokale Pattern
(ein Grund genugt).

(iii) [4 Punkte] Transformationen
i. Trendbereinigung durch Differenzen erster Ordnung.
ii. Gleitende Durchschnitte.

(iv) [3 Punkte] Interpretation

i. Autokorrelationsfunktion (ACF). Die ACF misst (unter Annahme der
schwachen Stationaritat der Zeitreihe) die paarweisen Korrelationen
zwischen zwei Beobachtungen zu den Lags (Zeitabstanden) 0, 1, 2, 3,
usw. Bei Lag 0 hat die ACF immer den Wert Eins. In der Grafik ist dies
gut sichtbar. Die gestrichelten waagrechten Linien um die Null-Linie
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sind die Annahmebereiche fur einen entsprechenden Test mit Hg: Au-
tokorrelation zu Lag I ist 0. Lediglich bei Lag 1 ist die Autokorrelation
deutlich signifikant von 0 verschieden, danach schwanken die Auto-
korrelationen in diesem Annahmebereich.

. Partielle Autokorrelationsfunktion: Abgesehen von Lag=1, 2 streuen

die Werte nahe dem Wert Null (Lag 0 wird hier in der Grafik nicht ab-
getragen, die Funktion beginnt bei Lag 1), d.h. sie liegen wieder im
Annahmebereich des entsprechendn Tests mit Hop : PACF(l)= 0. Nur far
Lag 1 und 2 ist die PACF(1) und PACF(2) signifikant von Null verschie-
den. Die partielle ACF gibt die um Zwischenwerte bereinigte Korrelati-
on an.

Residuen-Plot: Die Residuen streuen um den Wert Null.

(v) [2 Punkte] Die Werte der partiellen Autokorrelationsfunktion suggerieren
ein Modell mit autoregressiver Komponente (z.B. AR(2), und die Werte der
Autokorrelationen legen zudem nahe eine moving average Komponente
mitzuverwenden, z.BN. MA(1). Dies ware dann ein ARMA Modell.

(vi) [2 Punkte] Aufgrund der Struktur in der ACF, PACF und Residuen sollte die
Verwendung eines Zeitreihenmodelles hilfreich sein fur die Modellierung
des bedingten Erwartungswertes bzw. der Abhangigkeitsstruktur und da-
her die kurzfristige Prognose verbessern.
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Aufgabe 5. [Credibility] [30 Punkte]

@)

(b)

[15 Punkte] In einem Bayes’schen Credibility-Modell sei 9 Realisierung eines zufalli-
gen Strukturparameters 0:Q — {0,1}, dessen a-priori-Verteilung die Zahldichte

fo () == P(0 =9) mit f5(0) = fo(1) = % besitze. Die Schadenhohe X folge bei ge-

gebenem Strukturparameter ® = 9 einer Verteilung mit Dichte
frie=9(x) =1+ — 29x furo <x<1.

Gegeben seien zudem die (bei gegebenem 0 = 19) unabhangigen Beobachtungen
X4, ..., Xy, von n = 5 Schaden mit den Realisierungen

i 1 2 3 4 5
X; 0,12 0,03 0,80 0,48 0,18

Berechnen Sie die allgemeine Credibility-Pramie. Gehen Sie dazu in folgenden Teil-
schritten vor und runden Sie Zwischenergebnisse auf 4 Nachkommastellen.

(i)  [5 Punkte] Berechnen Sie den Wert der gemeinsamen Dichte f(xy, ..., X, 9)
von Schaden und Strukturparameter fur 9 = 0 und 9 = 1 sowie die gegebenen

Beobachtungen x4, ..., x,.

(Kontrollergebnisse: f (x4, ..., X,,0) = 0,5 und f (x4, ..., x,,, 1) = 1,1647)

(i) [5 Punkte] Berechnen Sie den Wert der Dichte fg|x,=x,,..x,=x, () der a-poste-
riori-Verteilung fir 9 = 0 und 9 = 1 sowie die gegebenen Beobachtungen

X1, ey Xpp-

(Kontrollergebnisse: fox,=x,,..x,=x, (0) = 0,3004 und fox,=x,,..x,=x, (1) =
0,6996)

(i)  [5 Punkte] Ermitteln Sie den Wert der allgemeinen Credibility-Pramie H*.

(Hinweis: Ohne Beweis kdénnen Sie H(Y) = E(X|0 =09) =

verwenden.)

N =
[N IS

[15 Punkte] Als a-priori-Verteilung des Strukturparameters ® wird nun eine Gleichver-
teilung auf dem Intervall [0,1] angesetzt. Die Schadenhohe X folge bei gegebenem
Strukturparameter ® = 9 weiterhin der Verteilung mit Dichte
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frie=9(x) =1+ — 29x furo <x<1.

Berechnen Sie den Wert der linearisierten Credibility-Pramie H** fur die in (a) gege-
benen Beobachtungen x4, ..., x,,. Gehen Sie in folgenden Teilschritten vor und runden
Sie Zwischenergebnisse auf 4 Nachkommastellen.

(Hinweis: Ohne Beweis kénnen Sie verwenden, dass H(Q) = % —% und Var(X|©) =

1 e?

o e ist. AuBerdem konnen Sie verwenden, dass fur eine auf dem Intervall [0,1]

gleichverteilte Zufallsvariable U gilt: E(U) = § E(U?) = é und Var(U) = %.)

()  [6 Punkte] Berechnen Sie E(X) = E(H(®)) und Var(H(0)).

(Kontrollergebnisse: E(X) = 0,4167 und Var(H(G))) = 0,0023)

(i)  [3 Punkte] Berechnen Sie E(Var(X|0)).

(Kontrollergebnis: E(Var(X|0)) = 0,0741)

(i)  [6 Punkte] Berechnen Sie den Wert des Credibility-Faktors z und die lineari-
sierte Credibility-Pramie H**.
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Losung:

(a) (i) Fur die gemeinsame Dichte gilt

f a0, ) = fo(®) - | [ friomoGed),

Speziell fur 9 = 0 ist

N[ =

n
1
f(x1, 0, x,,0) = -1_[1 =5
i=1
Fir 9 = 1 ergibt sich

n n
1 2"
fGoay s D = 5 | |(2 - 2x) = | |(1 —x;) = 2%+ 0,072795 = 1,1647.
i=1 i=1

(a) (ii) Fur die gemeinsame Dichte gilt

J{CTHE AE))
= = (19) = '
f@|X1 X1, Xn=Xn f(xl, v X, 0) + f(xp v X, 1)
Somit ist
f(xli v X 0) 0'5
) (0) = = = 0,3004
f@|X1—x1,...,Xn—xn( ) f(xlt ey Xy, O) + f(xl, vy Xy 1) 0,5+ 1,1647
und
f(x1; v Xy 1) 1'1647
) (D) = = = 0,6996.
f®|X1—x1.---.Xn—xn( ) f(xll T xn: O) + f(xll e xn' 1) 0'5 + 1’1647

(a) (iii) Gemal Hinweis ist

HW)=EX[0=9) =

N[ =
|
ol

Somit ist

1

1 1 1

H* = z H) * fols=xy..tn=2n(9) = 50,3004 + (E - €> -0,6996 = 0,3834.
9=0
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(b) (i) Zunachst ist mit H(0) =

N =

(¢)
6

1 E@ 1 11 5

Zur Berechnung des Credibility-Faktors bendtigt man zudem

Var(H(©)) =V (1 9)—Var(@)—1 L 0023
“ —T\276) T 76 T36 12 a2 T

(b) (ii) GemaR Hinweis ist

1 02
Var(X|G)) = E - %,

so dass

1 E@©) 1 11

2
E(Var(X|®))=E— T _E_£'§:ﬁzo’07“'

(b) (iii) Damit ergibt sich der Credibility-Faktor

Var(H(0)) 0,0023

~0,0741

T = 0,1343.
HE(Varoq@)) + Var(H(©)) = +0,0023

7z =

Die linearisierte Credibility-Pramie ist

H*=z-X+(1—-2)-EX)=0,1343-0,3220 + (1 — 0,1343) - 0,4167 = 0,4040.
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Aufgabe 6. [SDGL und ihre Simulation] [30 Punkte]

(a)

(b)

(c)

(e)

[2 Punkte] Geben Sie fur das Black Scholes Modell eines Aktienkursprozesses
(5¢)t>0 die beschreibende SDGL sowie die explizite Losung an.

[12 Punkte] Ein Aktienkursprozess (S¢)t>0 werde beschrieben durch die SDGL
d5t=/.15tdt+ \V V(t)Stth, So =S¢

mit einer zeitabhdngigen Funktion v(t), die die Volatilitdt +/v(t) des Kurspro-
zesses bestimmt. Geben Sie eine Losung dieser SDGL an, wenn u = 0,4 und
v(t) = 1 + cos(t) (auftretende Riemann-Integrale sind vollstandig auszurech-
nen). Bestimmen Sie daraus die Verteilung von S¢/So (Angabe der Verteilungs-
familie und der Werte der Verteilungsparameter).

[6 Punkte] Die Volatilitdt +/v(t) eines Kursprozesses kann auch durch einen
stochastischen Prozess modelliert werden; aus der Funktion v(t) in (b) wird
dann der Prozess (Vt)t>o0. FUr eine konkrete Aktie werde dieser beschrieben
durch

dVi=0,2(0,3—Ve)dt+ 0,5V Vi dW, (%)

Simulieren Sie einen Pfad dieses Prozesses mit der Euler-Methode; die Simu-
lationszeitpunkte seien t =0, t = 0,1 und t = 0, 3, der Startwert des Pfades
vo = 0, 25. Verwenden Sie die zwei unabhangigen N(0,1)-Zahlen z; = 0,388
und z =—0, 928.

[2 Punkte] Die Euler-Methode fur eine SDGL vom Typ (*) ist ungeeignet, da
das Verfahren unter Umstanden irgendwann mit einer Fehlermeldung abbricht.
Geben Sie eine plausible Vermutung fur den Grund eines solchen Abbruchs an.

[4 Punkte] Die tatsachliche Verteilung von Vg 1 aus Aufgabenteil (c) ist eine Xé'
Verteilung, wobei der Freiheitsgrad D selbst wieder eine (diskrete) Zufallsvaria-
ble ist. Eine exakte Simulation von V1 besteht also aus zwei Teilsimulationen,
erst wird D simuliert und bei gegebenem D = d anschlieSend XS' In folgender
Abbildung ist ein Ausschnitt der Verteilungsfunktion von D abgebildet.
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b p(D<k)

0,91

0,871

0,71

0,671

0,51

0471

0371

0,21

0,11

]

0 32 |33 |34 |35 36 | 37 38|39 40 41 | 42 43 |44 45 | 46 47 | 48 | 49

(i) [2 Punkte] Simulieren Sie einen Wert von D unter Verwendung der Abbil-
dung und der U(0,1)-Zufallszahl u = 0, 34. Beschreiben Sie Ihr Vorgehen.

(ii) [2 Punkte] Fur welche u € (0, 1) liefert das Verfahren aus (i) einen Wert flr
D groBer als 40?7 (ungefahre Zahlenangaben mit zwei Nachkommastellen.)

(f) [4 Punkte] Fur eine Pfaderzeugung soll nun die exakte Verteilung von Vj 1
simuliert werden. In einer der Simulationsrunden habe sich fur D der Wert
3 realisiert. Simulieren Sie fur diesen Fall einen Wert der Xg—VerteiIung unter
Verwendung der drei unabhangigen N(0,1)-Zahlen z; = 0,108, z; = —0, 344
und z3 =—0, 138.
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Losungsvorschlag

(a)

(d)

SDGL:
dsSt =/.15tdt+ oS dW;

Explizite Losung:
St =Sp exp ((u— %02) t+ aWt)

In Verallgemeinerung des Black Scholes Modells hat die SDGL
adsS: = [J(t) Sedt+ o(t)SedWe

die Lésung
t

t
St =Sg exp (f [u(s) - %02(5)] ds + f
0

0

o(s) dW5>

Mit den Vorgaben der Aufgabenstellung folgt

t t
St =Sg exp (J [O, 4-1a+ cos(s))] ds + J V1 + cos(s) dWs)
0 0
_ t
=Sp exp ([0 4s—2(s+ sin(s))]z:; + J Vv 1+ cos(s) dWS)
= 0

t
=Sp exp (—O, 1t— %sin(t) + f v/ 1+ cos(s) dWs).
0

Nun ist

t t
f v 1+ cos(s)dWs~N (O, J (1+ cos(s))ds) =N(O, t+ sin(t)).
0 0

Daraus ergibt sich fur die Verteilung von S¢/Sg

St/So ~LN(=0, 1t— 3 sin(t), t+sin(t)).

Das Euler-Verfahren liefert

Vo1 =Vo+0,2(0,3—v0)-(0,1—0)+0,5/vo-+/0,1—0-2, =0, 282
sowie
Vo,3=Vo01+0,2(0,3—7V0,1)-(0,3—0,1)+0,5¢/V01-v0,3—0,1-2, =0, 172.
Es ist moglich, dass im Verlauf des Verfahrens ein V¢ negativ wird (denn es
wird ja nicht die exakte Verteilung simuliert, die tatsachlich nur nichtnegative

Werte liefert). Dann bricht das Verfahren im nachfolgenden Schritt ab, da unter
der Wurzel eine negative Zahl steht.
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(e) (i) Inversionsmethode: Ist F die Verteilungsfunktion, dann ist F~(u) ein Sam-
ple aus F, wenn u eine U(0,1)-Zufallszahl ist.
Zur Ermittlung der Pseudoinversen zeichnet man eine parallele Linie zur
Xx-Achse durch den Punkt y = 0, 34 ein (0,34 ist in diesem Fall das u). Diese
durchdringt den Graphen der Verteilungsfunktion an der Stelle x = 38 (vor
x = 38 ist die Linie Uber dem Graphen von F, ab x = 38 ist sie darunter).
Daher ist F—(0, 34) = 38.

(i) Dies erfullen alle Werte auf der y-Achse, deren Pseudoinverse grofser 40
ist. Die sind laut Grafik (mit zwei Nachkommastellen Genauigkeit) alle u €
(0,55; 1).

(f) Eine xg—VerteiIung ist per Definition die Verteilung einer Zufallsvariablen X der
Form
— 72 2 2
X=Zi+2Z5+2Z5,

wobei Z1,Z>,Z3 unabhangig und N(0,1)-verteilt sind. Mit den vorgegebenen
Werten ergibt sich als Samplewert

0,1082 + (-0, 344)% + (—0,138)? = 0, 149.
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