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Schriftliche Prifung im Grundwissen
Angewandte Stochastik
Klausur mit Losungen

gemal Prufungsordnung 4
der Deutschen Aktuarvereinigung e. V.

am 13.Mai 2022

Hinweise:

e Als Hilfsmittel sind Seminarunterlagen und Aufgaben in Papierform, handschrift-
liche Notizen im Rahmen der normalen Schulung sowie ein nicht programmier-
barer Taschenrechner zugelassen.

e Die Gesamtpunktzahl betragt 180 Punkte. Die Klausur ist bestanden, wenn
mindestens 90 Punkte erreicht werden.

¢ Bitte prufen Sie die Ihnen vorliegende Prufungsklausur auf Vollstandigkeit. Die
Klausur mit Losungen besteht aus 28 Seiten.

e Mit Ausnahme der MC-Fragen sind alle Antworten zu begrinden und bei Re-
chenaufgaben muss der Losungsweg ersichtlich sein.

e Bei MC-Fragen entscheiden Sie flr jede Aussage, ob diese wahr oder falsch
ist. Eine falsche Antwort gibt 0 Punkte; Minuspunkte werden nicht vergeben.
Schreiben Sie |hre Antworten auf die Losungsblatter, die Sie abgeben. Eine
Begrundung ist nicht erforderlich.

Mitglieder der Prifungskommission:

Prof. Torsten Becker, Dr. Richard Herrmann,
Prof. Christian Heumann, Dr. Stefan Pilz,
Prof. Viktor Sandor, Dr. Dominik Schafer
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Klausur Grundwissen
Angewandte Stochastik
am 13.Mai 2022

DAV
Ax DEUTSCHE
AKTUARVEREINIGUNG e.V.

Aufgabe 1. [Lebensdauermodelle] [30 Punkte]

Ein Lebensversicherungsunternehmen ermittelt die Rechnungsgrundlagen fur eine
Todesfallversicherung gegen Einmalbeitrag (zur Vereinfachung: Eintrittsalter: 34,
Dauer: 3 Jahre, Unisex-Rechnungsgrundlagen). Das im Lebensversicherungsunter-
nehmen vorliegende statistische Material zur Sterblichkeit ergibt folgende Ergeb-
nisse aus einem geschlossenen Bestand.

Im Zeitraum 1.1.2020 bis 31.12.2021 werden fur die Geburtsjahre 1984 bis 1986
folgende Bestande untersucht und Todesfalle festgestellt:

Geburtsjahr Bestand Todesfalle
1984 1.100 19
1985 1.400 24
1986 1.900 29

(a) [11 Punkte] Ermitteln Sie die empirischen Sterbehaufigkeiten gy fur jedes der
Alter x = 34, ..., 36 nach der Sterbejahrmethode. Falls erforderlich gehen Sie
von einer Gleichverteilung der Todeszeitpunkte aus. Erldutern Sie lhre Vorge-
hensweise anhand einer Graphik.

(b) [6 Punkte] Begrunden Sie, dass die Anzahl der Todesfalle Ty im Alter x binomi-
alverteilt ist und bestimmen Sie Erwartungswert E(Tx) und Varianz Var(Tx).

(c) [5 Punkte] Man erwartet in den ersten drei Jahren nach EinfUhrung des neu-
en Tarifs einen Bestand von jeweils 1.600 Neuzugangen. Ermitteln Sie einen
einheitlichen relativen Zuschlag bzw. Abschlag auf die Sterbewahrscheinlich-
keiten, so dass auf Dauer mit Wahrscheinlichkeit 95 % die Anzahl der tatsach-
lichen Todesfalle geringer als die Anzahl der erwarteten Todesfalle ist. Ver-
wenden Sie die gx aus Teilaufgabe a). Falls Sie in Teilaufgabe a) keine Losung
haben, verwenden Sie q34 =0,011,g35 =0,012, 936 =0, 014.

Die Quantile der Standard-Normalverteilung betragen

p

0,900

0,950

0,975

0,990

Up

1,28

1,64

1,96

2,33
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MC-Fragen

Bei den beiden folgenden Teilaufgaben entscheiden Sie flr jede Aussage, ob
diese wahr oder falsch ist. Eine falsche Antwort gibt 0 Punkte; Minuspunkte
werden nicht vergeben. Schreiben Sie Ihre Antworten auf die Losungsblatter,
die Sie abgeben. Eine Begrundung ist nicht erforderlich.

(d) [4 Punkte]

Bei der Ermittlung der Sterbehaufigkeiten

(i) bertcksichtigt die Sterbejahrmethode samtliche Todesfalle des Beobach-
tungszeitraums

(ii) berucksichtigt die Verweildauermethode nur Todesfalle von Personen, die
den gesamten Beobachtungszeitraum im Bestand waren.

(e) [4 Punkte]

FUr geschlossene Personenbestande

(i) fUhren die Geburtsjahrmethode und die Sterbejahrmethode immer zu iden-
tischen Ergebnissen

(ii) stimmen Verweildauermethode und Sterbejahrmethode Uberein, wenn nur
die Geburtsjahre ausgewertet werden, deren Todesfalle ausschlieRlich in
dem Beobachtungszeitraum stattfinden kénnen.
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Losung
[
3
*"?’5
1986 3a 3b | 3c 3d
1\"36
1985 2a 2b | 2¢ 2d
1984 1a 1b | 1c 1d
(a) 01.01.2020 01.01.2022
L Tx
Geburtsjahr|Alter x)am 1.1.2020([1.1.2020 , 1.1.2022)| Bereich |Anteil
1984 35 | 1100 19 1a 25%
36 19 1b und 1c | 50%
1985 34 24 2a 25%
35 - 1400 24 2b und 2c | 50%
36 24 2d 25%
1986 34 L 1900 29 3b und 3¢ | 50%
35 29 3d 25%

Beobachtungszeitraum B = [1.1.2020, 1.1.2022)

q — |T54(B, 1985U1986)|
34 %|1L34(B,11985)|+|L34(B, 1986)|
1'24+§'29

1.1400+1900

20,5

= 2,600
= 0,00788

Seite 4 von 28



Angewandte Stochastik

DAV Klausur Grundwissen
Ax DEUTSCHE i )

AKTUARVEREINIGUNG e.V. am 13.Mai 2022

(b)

|T35(8,1984U 1985U1986)]
iL3s(8, 1984)|+|L35(B, 1985)|+3L35(B, 1986)|
319+ 3:24+3-29
1 1100+14oo+ -1900

q3s =

Y
= 2900
= 0,00828
_ |T36(B, 1984U1985)|
936 = LG, 1984)|+%|L36(B, 1985)|
_ 119+ 24
"~ 1100+3 1400
_ 155
= T1.800
= 0,00861

Bezeichne
Ly die Anzahl der Lebenden im Alter x
Tx die Anzahl der Toten im Alter x

Die Anzahl der Toten Ty lasst sich auch darstellen als Summe von unabhangi-
gen Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen X;, i=1,..., Lk, d.h.

Tx = 2%, Xi mit Xi ~ B(1; gx).
Daher qgilt Tx ~ Bin(Lx; gx) mit E(Tx) = Lxqx und Var(Tx) = Lxgx(1 — qgx).

FUr den Lebensversicherer besteht in den Altern 34 bis 36 ein Todesfallri-
siko, da die Todesfallsumme immer hdher als die modgliche Deckungsrick-
stellung ist. Um bzgl. des Schwankungsrisikos die geforderte Sicherheit von
1—a = 0,95 zu erreichen, muss daher fur jedes Alter x der gleiche Zuschlag
s% > 0 auf die Sterbewahrscheinlichkeit gx ermittelt werden, so dass die Wahr-
scheinlichkeit, dass die Anzahl der Toten kleiner gleich der erwarteten Anzahl
der Toten ist, 95% betragt.

FUr alle Alter x = 34,...,36 muss also gelten:
(Z Tx < ZLX G- (1+s“))éo,95 (%)
x=34 x=34
mit
s relativer Zuschlag auf die Sterbewahrscheinlichkeiten

Wegen (b) ist Gleichung (*) aquivalent zu
36 36
Z:x 34T _E(Zx 34TX) < ZX 34LX gx - (1+s%)— ZX 34LX Qax éo 95
\/Var x 34 ) \/ZX 34LX'qX'(1_qX)

Seite 5 von 28



DAV Klausur Grundwissen
Ax DEUTSCHE Angewandte Stochastik

AKTUARVEREINIGUNG e.V. am 13.Mai 2022

Da die Zufallsvariablen T = 3>
die Zufallsvariable

. 34X[ naherungsweise normal verteilt sind, ist

Z:>3<634 Tx— E(Zx 34 TX)

Yvar (2L, T)

naherungsweise standardnormalverteilt und es gilt

3120 LG (L4590 = 220 Ly-ax S gy
= = Up,95 ~ 1,64

\/ZX 34Lx'qx'(1_q><) \/Zx 34Lx‘QX‘(1—QX)

\/Zx 3alxax- (1—ax)

&sY = 1,64 =
ZX 34LX Clx

~ 0,2699

Bei Vorgabe der gx gem. Teilaufgabe c) gilt s* ~ 0,2187
(d) (i) wahr

(ii) falsch
(e) (i) falsch

(ii) wahr

Seite 6 von 28



DAV Klausur Grundwissen
Ax SEUTSCHE Angewandte Stochastik

AKTUARVEREINIGUNG e.V. am 13.Mai 2022

Aufgabe 2. [Deskriptive Statistik] [30 Punkte]

(a) [6 Punkte] Bei den folgenden MC-Fragen entscheiden Sie fiir jede Aussage, ob
diese wahr oder falsch ist. Eine falsche Antwort ergibt 0 Punkte; Minuspunkte
werden nicht vergeben. Schreiben Sie Ihre Antworten auf die Lésungsblatter,
die Sie abgeben. Eine Begrtindung ist nicht erforderlich.

A Gegeben seien zwei Stichproben x3,...,x,und y1,...,ym mit n # m. Dann
sind die beiden Stichproben unabhangig.

B Gegeben seien zwei Stichproben xi,...,x, und y1,...,¥ym mit n = m mit
paarweise verschiedenen x;, i = 1,...,n. Dann besteht der Q-Q-Plot fur
zwei Stichproben aus n Punkten.

C Gegeben sei der Q-Q-Plot fur zwei Stichproben xi,...,Xx, und y1,...,¥m
mit n < m. Dann kann man den Boxplot von y1, ..., ym zeichnen.

In (b)-(g) werden die beigefugten Abbildungen verwendet. Sie beschreiben die biva-
riate Stichprobe (x1, y1),...(Xn, ¥n) bzw. die daraus entstehenden einzelnen Stich-
proben x :=(x1,...,Xn), ¥ :=(Y1,...,¥n).

(b) [4 Punkte] Gegeben seien die Plots in Abbildung 1. Es handelt sich um ein
Streudiagramm von (X1, ¥1), ... (Xn, ¥n) und einen Zweistichproben Q-Q-Plot
von X = (X1,...,Xp) und y = (y1,...,Y¥n). Welche der beiden Abbildungen ist
das Streudiagramm, welches der Q-Q-Plot? Begriinden Sie Ihre Antwort. Erlau-
tern Sie auch bei beiden Abbildungen die Werte auf den Achsen.

(c) [4 Punkte] Erlautern Sie die Fragestellungen, die man mit Hilfe dieser beiden
Graphiken in Abbildung 1 untersuchen kann.

(d) [2 Punkte] Wie beurteilen Sie die Annahme, dass die Stichproben x und y in
Abbildung 1 unabhangig sind? Begriunden Sie Ihre Antwort qualitativ.

(e) [8 Punkte] Die Abbildung 2 enthalt den einfachen Boxplot von x oder y. Erstel-
len Sie einen einfachen Box-Plot fur den nicht dargestellten Datensatz.

(f) [2 Punkte] In der Abbildung 3 sind die Normal Q-Q Plots der Stichproben x bzw.
y gegeben. Wie beurteilen Sie die Annahme der univariaten Normalverteilung
fur die einzelnen Stichproben x und y? Begrinden Sie Ihre Antwort qualitativ.

(g9) [4 Punkte] Wie beurteilen Sie die Annahme, dass die beiden Stichproben x
und y identisch verteilt sind? Begrinden Sie Ihre Antwort qualitativ, nennen
Sie mindestens zwei Griinde lhrer Uberlegung.
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9.0

8.5
|

7.5

7.0

Abbildung 1: Zwei Plots zu Aufgabe 2 (b)-(d)
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Einfacher Boxplot von x oder y

4.0

2.5

Abbildung 2: Boxplot fur x oder y zu Aufgabe 2 (e)

Losung

(a)

(c)

(d)

(e)

[6 Punkte = je 2] Begrundungen sind nicht erforderlich.

A: Falsch, die Grdflse der Stichproben geben keine Information Uber Abhangig-
keiten.

B: Richtig, es werden die Punktepaare (x«), Y«)), Kk =1,...,n gezeichnet.

C: Falsch, aus den empirischen Quantilen von yi,...,¥m konnen die Daten
nicht rekontsruiert werden.

[4 Punkte = je 2 fur die Beschreibung und 2 fir die richtige Zuordnung] Die Ab-
bildung A ist ein Streudiagramm, es werden die Punkte (x;, ), i=1,...,n ein-
gezeichnet. Die Abbildung B ist ein Q-Q-Plot, es werden die Punkte (X, ¥()),
i=1,...,n eingezeichnet. Das sind die Ordnungsstatistiken von x und y, also
sind die x-Werte aufsteigend sortiert, ebenso die y-Werte.

[4 Punkte = je 2] Q-Q-Plot: sind die Verteilungen von x und y gleich?
Streudiagramm: sind Zusammenhange von X, y zu erkennen?

[2 Punkte] Es sind keine Zusammenhange erkennbar, weder lineare noch nicht
lineare. Die Punktepaare scheinen regellos zu schwanken.

[8 Punkte=4 fur die Werte, 4 fur den Plot] Dargestellt ist der Boxplot von x.
Die funf fur den Boxplot von y bendtigten Werte kann man ablesen. Maximum
und Minimum sind

Ymax=9,1 und ymin=17.
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(f)

Normal Q-Q Plot Normal Q-Q Plot

4.0

3.5
|

2.5

-1.5 -0.5 05 1.0 1.5 -1.5 -0.5 05 1.0 1.5

Abbildung 3: Zwei Q-Q-Normalplots zu Aufgabe 2 (f)

Das obere und untere Quartil ergeben sich beispielsweise aus
Yp =Y(npj+1) falls np €N,
da n =10 qilt, also
Yo,25 =Y@)=7,8und yo,75 =y(8) =8, 9.

FUr den Median wahlen wir
1
2
Damit ergibt sich der Boxplot in Abb. 4.

1
(v + ye) = ~(8,5+8,7)=8,6.

[2 Punkte] Die beiden Punktewolken liegen um die Gerade, die Annahme der
Normalverteilung erscheint plausibel.

[4 Punkte=je 2 fur jede der beiden Aspekte] x und y sind vermutlich nicht
identisch verteilt, weil die Erwartungswerte sich unterscheiden durften. Das
sieht man in den beiden Q-Q-Plots in Abbildung 3, die Achsenabschnitte der
Anpassungsgeraden sind ca. 3,45 bzw. 8,35. Auch die beiden Boxplots stltzen
die Annahme gleicher Verteilungen nicht, da

xao=44<yny=7.

Die obere Antenne von x liegt unter der unteren Antenne von y, vgl. Abb. 5.
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Einfacher Boxplot von y

8.5
|

8.0

7.5

Abbildung 4: Boxplot von y

Einfacher Boxplot von x und y

Abbildung 5: Boxplot von x und y
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Aufgabe 3. [Induktive Statistik] [36 Punkte]

Hinweis: Bei allen Ergebnissen gentgen 2 Nachkommastellen, als Dezimaltrennzei-
chen in der Programmausgabe unten wird der Punkt verwendet.

Ein Versicherer mdchte seinen Bestandskunden eine neue Reiseversicherung mit
Covid-Schutz anbieten. Aufgrund vorhandener historischer Bestandsdaten soll mit-
tels eines statistischen Modells herausgefunden werden, welchen Einfluss bestimm-
te Kundenmerkmale auf den Abschluss einer Reiseversicherung hatten (die Zielva-
riable ist also Reiseversicherung). Es werden folgende Merkmale betrachtet:

e Reiseversicherung: hat der Kunde schon mal eine Reiseversicherung abge-
schlossen? (Auspragungen: 1 fur ja, 0 fur nein)

e Alterkat: Alter des Kunden in 4 Kategorien (1,2,3,4), die flr (geordnete) Al-
tersintervalle stehen.

e Vielflieger (Auspragungen: 1 fur Vielflieger, 0 sonst)
e Monatliches Einkommen (in Tausend Euro)

Die statistische Software R liefert folgende Ausgabe fur das geschatzte Modell:

Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z])
(Intercept) -3.583428 0.186148 -19.250 < 2e-16 *x*x
Alterkat2 0.006244 0.152893 0.041 0.967
Alterkat3 1.050184 0.128501 8.173 3.02e-16 *x*x
Alterkat4 0.952924 0.218791 4,355 1.33e-05 *x*x*
Vielflieger ? 0.114483 5.982 2.20e-09 *x*x*
MonatlichesEinkommen 0.567195 0.039416 14.390 < 2e-16 *x*x

{

Signif. codes: 0 ‘xxx’ 0.001 ‘xx’ 0.01 ‘x’ 0.05 ‘.’ 0.1 * " 1

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)
Null deviance: 2590.5 on 1986 degrees of freedom

Residual deviance: 2132.1 on 1981 degrees of freedom
AIC: 2144.1

(a) [2 Punkte] Welche Verteilung wahlen Sie fur die Zielvariable Y? (kurze Begrin-
dung).
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(b) [2 Punkte] Die Anzahl der Bestandskunden im Regressionsmodell sei n. Wie
grols ist n in obigem Modell? (kurze Begrindung).

(c) [2 Punkte] Berechnen Sie die Punktschatzung fur das Merkmal Vielflieger.
(d) [4 Punkte] Fur das obige Modell wurde die logistische Linkfunktion verwendet.

(i) [2 Punkte] Geben Sie das Modell unter Verwendung dieser Linkfunktion
und der geschatzten Koeffizienten an.

(ii) [1 Punkt] Wie lautet das Modell, wenn statt der Linkfunktion die Respon-
sefunktion verwendet werden soll?

(iii) [1 Punkt] Stellen Sie die Likelihood als Funktion der Erwartungswerte u; =
P(Y;= 1) der Zufallsvariablen Y, i=1,...,n, dar.

(e) [2 Punkte] FUr das Merkmal Alterkat wurde die Dummykodierung verwendet.
Welche Kategorie ist die Referenzkategorie? Welcher Regressionskoeffizient er-
gibt sich fur die Referenzkategorie?

(f) [4 Punkte]

(i) [2 Punkte] Wie lautet der gesamte kodierte Vektor der Kovariablen (inklu-
sive Intercept) flr einen Kunden in Alterskategorie 3, der kein Vielflieger
ist und 2500 Euro im Monat verdient?

(ii) [2 Punkte] Wie hoch ist die geschatzte Wahrscheinlichkeit, dass dieser
Kunde eine Reiseversicherung abschlieSt?

(g) [3 Punkte] Interpretieren Sie die geschatzten Koeffizienten fur das Merkmal
Alterkat. Verwenden Sie Odds Ratios fur den Vergleich mit der Referenzkate-
gorie.

(h) [2 Punkte] Interpretieren Sie den geschatzten Koeffizienten fur das Merkmal
MonatlichesEinkommen.

(i) [3 Punkte] Geben Sie die maximale Wahrscheinlichkeit fur den Abschluss einer
Reiseversicherung fur einen Kunden mit 2000 Euro monatlichem Einkommen
an. Hinweis: wenn Sie den Koeffizienten flir Vielflieger nicht berechnen kén-
nen, wahlen Sie 0.75 als Ersatzwert.

(j) [3 Punkte] Das Merkmal MonatlichesEinkommen ist als metrisches Merkmal
linear in das Modell aufgenommen worden. Nennen Sie drei weitere Moglich-
keiten.
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(k) [9 Punkte] Das obige Modell wird erweitert um die Interaktion von Alterkat
und Vielflieger. Der AIC-Wert dieses Modells ist 2088.40. Fuhren Sie einen
Likelihood-Quotienten-Test fur die Hypothesen

Ho: alle Koeffizienten der Interaktion von Alterkat und Vielflieger sind O
versus
H1: mindestens ein Koeffizient der Interaktion ist ungleich 0

durch.

(i) [2 Punkte] Formulieren sie Ho und H1 konkret mit der korrekten Anzahl an
Koeffizienten.

(ii) [4 Punkte] Berechnen Sie die Teststatistik.

(iii) [3 Punkte] Geben sie die Testentscheidung an (kurze Begrindung) und
interpretieren Sie das Ergebnis.

Hinweis: Kritische Werte der ng-VerteiIung mit df Freiheitsgraden sind

X2=3.84 x2=5.99 x2=7.81 x2=9.49.

Losung Aufgabe 3

(a) Bernoulli-Verteilung, da die Zielvariable binar ist.

(b) n=1987. Begrindung: Null deviance bzw. Residual deviance sind auf Ba-
sis des Modells nur mit Intercept (1 Parameter) bzw. des angegebenen Modells
(hier: 6 Parameter incl. Intercept) berechnet. n errechnet sich als angegebene
Freiheitsgrade (degress of freedom) plus Anzahl der Freiheitsgrade.

(c) z=p/64 d.h. B=z- by

BAVielflieger =0.114483-5.982 =0.6848.

(d) Linkfunktion ist der logit-Link.

(i) Hinweis: fur B werden die Punktschatzungen eingesetzt, d.h. eigentlich
stehen hier (i; und B, das "Dach” wird der Einfachheit halber weggelassen.

Hi Th
| = I
(i) - A

—3.58+ 0.006 * Alterkat2 + 1.05 * Alterkat3 + 0.95 * Alterkat4 + 0.68 * Vielflieger + 0.57 * MonatlichesEinkommen
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(ii) Die Responsefunktion ist die Umkehrfunktion

exp(x]B)

i=P(Yi=1|x)) = ——— .
Mi (Y |x:) 1+exp(x[T[3)

(iii) Die Likelihood lautet
1987

L=]]u'@a—pt
i=1
(Wird auch voll gewertet, wenn nur n statt 1987 angegeben wird).

(e) Alterkatl, also die Alterskategorie 1 ist die Referenzkategorie. Diese hat
praktisch den Koeffizienten 0, da alle Dummies 0 sind.

(f) (i) x;=1[1,(0,1,0),0,2.5]. Achtung: Angabe des monatlichen Einkommens
ist in Tausend Euro.

(ii) Pradiktor:
X! =—3.58+0.006+0+1.05%1+0.95%0+0.68*x0+0.57%2.5=—1.105

P(Yi=1)=exp(—1.105)/[1+ exp(—1.105)] =0.25.

(g) Odds fur Abschluss der Reiseversicherung erhdht sich in allen Alterskategorien
(2,3,4) im Vergleich zur Referenzkategorie, da alle Koeffizienten positiv sind.
Odds Ratio = exp(B). Beispiel fur Odds Ratio: Odds (Alterskategorie 3) / Odds
(Alterskategorie 1, Referenz) = exp(1.05) = 2.86, d.h. Odds fur Abschluss der
Reiseversicherung ist um Faktor 2.86 hdher in Alterskategorie 3 im Vergleich
zu Alterskategorie 1.

(h) Erhoht sich das monatliche Einkommen um 1 (also um 1000 Euro!), dann er-
hoht sich der Odds um den Faktor exp(0.57) =1.77.

(i) Maximale Wahrscheinlichkeit ist bei Alterskategorie 3, Vielflieger (1): Pradiktor:
xl’.,8=—3.58+ 0.006 *0+1.05%x1+0.95%*x0+0.68*x1+0.57%x2.0=—-0.71

P(Y;=1) = exp(—0.71)/[1 + exp(—0.71)] = 0.33 .

(j) Linear + quadratisch, glatte Funktion (GAM), Bildung von Kategorien.

(k) (i) Likelihood-Quotienten-Test. Hyg : Bia1 = Bia2 = Biaz = 0 versus Hi : mindes-
tens einer dieser 3 Koeffizienten ist ungleich 0.
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(ii) LQT bendtigt die Differenz der beiden log-likelihoods (Modell mit IA - Mo-
dell ohne 1A), multipliziert mit dem Faktor 2. Beim AIC gilt: ,Kleiner ist
besser”. AIC(mit Interaktion) = 2088.4, AlC(ohne 1A)=2144.1.

AIC =—-2 loglik + 2 - Anzahl geschatzter Parameter

Modell ohne IA hat 6 Parameter, Modell mit IA hat 9 Parameter (da Al-
terkat 3 Dummies hat und Vielflieger 1 Dummy, 3*1=3). Damit ist die
LQT-Statistik gleich 2* Differenz der logliks:

LOT =—(2088.4—2 * 9)— (—(2144—2 % 6)) =61.6 .

(iii) Bei 3 Freiheitsgraden ist der kritische Wert X§ = 7.81. Damit wird Hg zu-
gunsten von Hi abgelehnt, d.h. die IA ist statistisch signifikant.
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Aufgabe 4. [Zeitreihenanalyse] [24 Punkte]

(a) [3 Punkte] Nennen Sie drei Annahmen fir schwach stationare Prozesse.

(b) [6 Punkte] Bei den folgenden MC-Fragen entscheiden Sie fur jede Aussage, ob
diese wahr oder falsch ist. Eine falsche Antwort ergibt 0 Punkte; Minuspunkte
werden nicht vergeben. Schreiben Sie Ihre Antworten auf die Lésungsblatter,
die Sie abgeben. Eine Begrtindung ist nicht erforderlich.

A) Derrandom walk y: = y¢—1 + u¢, ut iid N(0,1), ist stationar.
B) Bei AR(1) Modellen klingt die Autokorrelation als Funktion des lags linear ab.
C) Die partielle Autokorrelation ist ein Spezialfall der Autokorrelation.

(c) (i) [3 Punkte] Die folgende Grafik enthalt den taglichen Bitcoin - Kurs (in US
Dollar, Dezember 2019 - Dezember 2021). Nennen Sie drei Charakteristi-
ka, die geeignet sind den Verlauf der Zeitreihe zu beschreiben!
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(ii) [1 Punkt] Nennen Sie einen Grund warum die Zeitreihe nicht stationar ist.

(iii) [4 Punkte] Welche Transformationen bzw. Bereinigungen schlagen Sie vor
um eine stationare Zeitreihe zu erreichen? (mit kurzer Begrundung)

(iv) [3 Punkte] Fur die bereinigte Zeitreihe wurde die Autokorrelationsfunkti-
on bzw. die partielle Autokorrelationsfunktion bzw. die Residuen berechnet
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und visualisiert. Interpretieren Sie die Grafiken (jeweils 1 Punkt).

05 1.0

0.0

-1.0

05 1.0

0.0

-04 -0.2

ACF

(v) [2 Punkte] Sie sollen fur die bereinigte Zeitreihe ein Modell schatzen. Ma-
chen Sie einen Vorschlag und begriunden ihn kurz!

(vi) [2 Punkte] Wie beurteilen Sie den Einsatz von diesem Zeitreihenmodell fur
die kurzfristige Prognose (mit kurzer Begrundung)?
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Losung
(a) [3 Punkte]
(i) Konstanter Ewartungswert.
(ii) Konstante Varianz.

(iii) Die Autokorrelationsfunktion hangt nur von dem Lag ab, nicht aber von
den jeweiligen Zeitpunkten.

(b) [6 Punkte]

A) falsch, da die white noise Komponente einen positiven Erwartungswert hat.
B) falsch; Gegenbeispiel, negativer Parameter a; fuhrt zu Oszillation.

C) falsch; es handelt sich um verwandte Konzepte der Abhangigkeit: bedingte versus

marginale Betrachtung.

(c) (i) [3 Punkte] Die Werte der Zeitreihe sind positiv. Es gibt einen Trend. Die
Varianz wachst Uber die Zeit. Die Aussage, dass die Zeitreihe keine sai-
sonalen Komponenten hat wird auch akzeptiert.

(ii) [1 Punkte] Die Zeitreihe ist nicht stationar; Grinde: Trend, wachsende Vo-
latilitat (ein Grund genugt).

(iii) [4 Punkte] Transformationen

i. Trendbereinigung durch Differenzen erster Ordnung.

ii. log-Transformation mit dem Ziel die Varianz zu stabilisieren.
(iv) [3 Punkte] Interpretation

i. Autokorrelationsfunktion: Die Werte sind fur alle Lags > 0 nahe dem
Wert Null.

ii. Partielle Autokorrelationsfunktion: Die Werte sind fur alle Lags nahe
dem Wert Null.

iii. Residuen-Plot: Die Residuen streuen um den Wert Null; es gibt einen
Wert mit -0.4
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(v) [2 Punkte] Aufgrund der Werte der (partiellen) Autokorrelationsfunktion
empfiehlt sich ein white noise Modell.

(vi) [2 Punkte] Da es keine nennenswerten (partiellen) Autokorrelationen gibt,
sind die Zeitreihenmodelle nicht hilfreich fur die kurzfristige Prognose.
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Aufgabe 5. [Credibility-Theorie, 30 Punkte]

(a)

(b)

[2 Punkte] Bei den folgenden Fragen entscheiden Sie flir jede Aussage, ob
diese wahr oder falsch ist. Eine falsche Antwort ergibt 0 Punkte, Minuspunkte
werden nicht vergeben. Schreiben Sie Ihre Antworten auf die Loésungsblatter,
die Sie abgeben. Eine Begriindung ist nicht erforderlich.

A Im Bayes’schen Credibility-Modell stellt die a-posteriori-Verteilung die
Verteilung des Strukturparameters bedingt auf die Beobachtungen
der Schadenhdhen dar.

B Die allgemeine Credibility-Pramie lasst sich immer in der Form H* =
zX + (1 — z)E(X) darstellen, mit dem empirischen Mittel X und dem
Erwartungswert E(X) des Schadens, sowie dem Credibility-Faktor z.

[22 Punkte] Der Jahresgesamtschaden X in einer bestimmten Region werde
durch eine Paretoverteilung mit Dichte

frjo=o(x) = 9x~ @+ (fur x > 1)

und Parameter 9 > 1 beschrieben. Der Parameter der Paretoverteilung wird
als Strukturparameter © in einem Bayes’schen Credibility-Modell betrachtet.

In Regionen mit hohem Unwetterpotenzial gelte der Parameter 9 = 3. In Re-
gionen mit niedrigem Unwetterpotenzial gelte dagegen ¥ = 7. Zunachst geht
der Versicherer davon aus, dass die betrachtete Region mit einer Wahrschein-
lichkeit p = 25% hohes Unwetterpotenzial besitze.

In den letzten 5 Jahren wurden in der betrachteten Region die Jahresgesamt-
schaden

X1 X2 X3 Xa X5
1,4 1,6 1,1 1,5 2,2
beobachtet.

(b1) [3 Punkte] Berechnen Sie ausgehend von der gegebenen Dichte die
Funktion H(Y) = E(X|0 = 9).

(b2) [2 Punkte] Geben Sie die Zahldichte fo(9) = P(® =) der a-priori-
Verteilung an.
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(b3)

(b4)

(b5)

[7 Punkte] Zeigen Sie, dass die gemeinsame Dichte g(xy, ..., x,,9) der
Schaden und des Strukturparameters durch

0,25- 3°-exp(—4-Y% In(x)) fird =3
g(xll "')xnl 19) =
0,75+ 7°- exp(—8- ¥ In (x)) furg=7

gegeben ist und berechnen Sie deren Wert fir 9 =3 und 9 =7 (Er-
gebnis als Prozentwerte mit zwei Nachkommastellen angeben).

[5 Punkte] Berechnen Sie die Werte der  Zahldichte
foixy=xy,..Xp=2,(¥) = P(@ =9 |X; = x4, ..., X, = Xy,) der a-posteriori-Ver-
teilung des Strukturparameters 0 unter den gegebenen Schadenbe-
obachtungen (Ergebnis als Prozentwerte mit zwei Nachkommastellen
angeben).

Spricht diese eher flr eine Region mit hohem Unwetterpotenzial?

[5 Punkte] Berechnen Sie den Wert der allgemeinen Credibility-Pra-
mie H* fur die betrachtete Region.

(Hinweis: Falls Sie (b3) nicht gelést haben, kénnen Sie davon ausge-
hen, dass es sich unter der a-posteriori-Verteilung mit Wahrschein-
lichkeit 90% um eine Region mit hohem Unwetterpotenzial handelt.)

(c) [6 Punkte] In 7 Regionen wurden in den vergangenen 5 Jahren folgende Be-
obachtungen von X gemacht und die zugehdérigen empirischen Mittelwerte
und Varianzen pro Zeile bzw. Spalte ermittelt:

Mittel-
Jahr 1 Jahr 2 Jahr 3 Jahr 4 Jahr 5 wert Varianz
Region 1 1,4 1,6 1,1 1,5 2,2 1,5600 10,1630
Region 2 1,3 1,2 2,7 1,7 1,5 1,6800 0,3620
Region 3 1,4 1,1 1,0 1,0 1,2 1,1400 0,0280
Region 4 1,1 1,2 1,2 1,1 1,2 1,1600 0,0030
Region 5 1,1 1,0 1,2 1,9 1,6 1,3600 0,1430
Region 6 1,0 1,0 1,5 1,7 1,9 1,4200 0,1670
Region 7 1,1 1,2 1,2 1,1 1,2 1,1600 0,0030
Mittelwert @ 1,3543 0,1241

Varianz 0,0457

Berechnen Sie mit diesen Werten unter den Annahmen des Bihlmann-Mo-
dells einen Schatzer flr den Credibility-Faktor sowie die Credibility-Pramie
von Region 1.
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Losung:

(a)
A

B

(b)
(b1)

(b2)

(b3)

(b4)

richtig

falsch (dies gilt nur, wenn die a-priori-Verteilung und die Schadenhdhenver-
teilung konjugierte Verteilungen sind)

Es ergibt sich

[o9] [o9]

HW) = EX|6 =9) =f X fxje=o0(x) dxzf x - 9x~ @+ gy

1 1

0o x—19+1 o 9
_ -9 — 9. -
ﬁj;x dx= 190 [_0+1l_ 91
x=1

Die a-priori-Verteilung ist auf {3; 7} konzentriert, mit der Zahldichte fo(3) =
25% und f(7) = 75%.

Die gemeinsame Dichte ergibt sich gemaBi

91, 20, 9) = Fo@) | | Fomgd=Fo@] | ox D
= fo® 9" [ | _exp (=9 + D)
= fo(®) 9"exp(~(@+1) ) InCx)

und mit n =5 und den Werten aus (bl) ergibt sich die Behauptung. Mit
> In(x;) = 2,0957 erhalt man

g(xq, ..., xp,3) = 0,25~ 3° exp(—4-2,0957) = 1,39%
gy, ..., xp,7) = 0,75 - 7° exp(—8-2,0957) = 0,07%
Die a-posteriori-Dichte ist

g(xl, ...,xn, 19)
g(xq, %0, 3) + g(xq, o, %0, 7)

f@|X1=x1,...,Xn=xn ) =

so dass
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1,39%

- —. (3) = = 95,219
fE)|X1—x1,...,Xn—xn( ) 1,39% + 0’07% A)

7) = 0,07%
foixy=x,..xp=2,(7) = 1,39% + 0,07%

=4,79%

Mit hoher Wahrscheinlichkeit liegt also hohes Unwetterpotenzial vor.

(b5) Fur die allgemeine Credibility-Pramie gilt

H' = > H) fopxsmsn, umra ()
9

= H(B) ) f®|X1=x1,...,Xn=xn(3) + H(7) ) f®|X1=x1,...,Xn=xn(7)

3 7
[ 0, - . 0/ —
3-1 95,21% + T 4,79% = 1,4840

bzw. 1,4667 wenn man mit dem Hinweis rechnet.

(c) Der Credibility-Faktor im Bluhlmann-Modell ist

_E(e*(@) _ Lo 01241

z2=1 —— =
n-Var(X) 5-0,0457

Damit errechnet man die Credibility-Pramie flur Region 1 zu

H*=7-X,+(1-2)- E(u(®)) = 0,4569 - 1,56 + 0,5431 - 1,3543 = 1,4483.
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Aufgabe 6. [Stochastische Prozesse und deren Simulation] [30 Punkte]

(a) [6 Punkte] Wir betrachten die stochastische DGL

1—X;¢
aX: = 1 tdt+th, 0<t<l1 (*)

mit Startwert Xy = 0. Zeigen Sie mit Hilfe des Lemmas von Ito, dass

t 1
Xt=t+(1—t)f dw,.
0 1—u
Hinweis: Verwenden Sie den Prozess Y; := %

(b) [6 Punkte] Geben Sie die Verteilung von X fur0 <t <1 an.

Hinweis flr die Aufgabenteile (c)-(e): Man kann zeigen, dass fur den
obigen Prozess (Xt)o<t<1 Qilt lim¢-1 X¢ = 1. Man kann also den Prozess
auf [0; 1] sinnvoll fortsetzen durch X; := 1. Dies mussen Sie nicht be-
weisen.

(c) Essoll eine Simulation des Prozesses (Xt)o<t<1 durchgefuhrt werden. Dazu wird
der Zeitbereich [0; 1] durch die Punkte ti := % (NeN, k=0,..., N) diskretisiert.
Ein bekanntes Verfahren liefert naherungsweise Realisierungen eines Pfades
des Prozesses durch Werte X¢,, die der Rekursion

1
th = th—l + a(tk_]_, th—l) : N + b(tk_]_, th—l) =2k (*)

VN
mit Xo = 0 genligen (k =1, ..., N).

(i) [1 Punkt] Um welches Verfahren handelt es sich?
(ii) [2 Punkte] Geben Sie explizit a(t, x) und b(t, x) an.
(iii) [1 Punkt] Worum handelt es sich bei den Zahlen z,?

(d) [6 Punkte] Simulieren Sie auf Grundlage der Rekursion (*) fur N = 2 die Werte
Xo,5 und X1. Zur Bestimmung der Werte z;, z, verwenden Sie eine Methode,
die auf U(0; 1)-verteilten Zufallszahlen basiert, hier speziell u; = 0,134 und
u; = 0, 789. Erlautern Sie, welche Methode Sie verwenden.

(e) [2 Punkte] Wie interpretieren Sie Ihr Ergebnis flr X;?

(f) [6 Punkte] Bei den folgenden MC-Fragen entscheiden Sie fir jede Aussage, ob
diese wahr oder falsch ist. Eine falsche Antwort ergibt 0 Punkte; Minuspunkte
werden nicht vergeben. Schreiben Sie Ihre Antworten auf die Losungsblatter,
die Sie abgeben. Eine Begrindung ist nicht erforderlich.
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(i) Die asymptotische Verteilung eines homogenen Markovprozesses ist ein
Linkseigenvektor der Fundamentalmatrix des Prozesses.

(ii) Ist (Xt)t>0 ein stochastischer Prozess mit Xo = 0 sowie stationaren Zu-
wachsen und X ~ LN(O, t) far alle t > 0, dann gilt fir s < t: X¢—Xs ~
LN(O,t—5).

(iii) Sind x1, ..., X2n Simulationen einer Zufallsvariablen X mit Var(X) < oo,
dann liegt %(xl + ...+ X2p) ndher an E(X) als %(xl + ...+ Xpn).
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Losungen

(@) FUr dXt =D¢dt+ VidW: und Y = f(t, X¢) lautet Ito’s Lemma

dy. af(tX) af(tX)D 1 (t, X)V? | dt af(tX)VdW
= =(t, Xe) + —(¢, +——=(t, + —(t, .
T et T T ax T T pax2 ax TR
Mit Dt=11__)§t und V¢ = 1 sowie f(t, x) = =5 folgt
X¢ 1 1—X; 1
dY: = + . +0|dt+ —dW; = dt+ —— dW;k
(1—t)2 1—t 1—t 1—t (1—1t)2 1—t

Daraus folgt mit Yo =0

t 1 t 1 1 t 1
Yt=Yo+f —du+f qu=——1+f dw,,
0(1—U)2 Ol—u 1-¢t Ol—u

und damit

t 1 t 1
Xt=(1—t)Yt=1—(1—t)+(1—t)f —qu=t+(1—t)J T aw,.
ol—u ol—u

(b) Wir verwenden: Ist h eine stetig differenzierbare Funktion, dann gilt

t
f h(u) dW, ~ N(0, 0?)
0

mit 02 = [, h?(u) du. Da

t 1 1
du= -1
fo (1—u)? 1-—t
folgt .
Xt ~N(t, (1—t)? (ﬁ_ 1)) =N(t t(1-1)).

(ci) Es handelt sich um das Euler-Verfahren.

(cii) Es qilt

X
a(t,x) = 1_¢ b(t, x)=1.

(ciii) Die z¢ sind iid standardnormalverteilte Zufallszahlen.

(d) Die zx kdnnen entweder mit der Inversionsmethode oder der Box-Muller-Methode

erzeugt werden (eine Methode reicht):
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e Die Inversionsmethode liefert (unter Zuhilfenahme eines Taschenrechners,
der 1 auswerten kann)

z1=971(0,134)~ -1, 11, z,=9"1(0,789)~0, 8

Das ergibt

1 1
X Xo+ a(0,Xg)—+ b(0,Xg)- — -2z; =—0, 28
0,5 o+ a(0, Xo) > (0, xo) 73 1

1 1
X1 =Xo5+a(0,5,Xo,5)-=—+b(0,5,%X05)-—-22=1,57
1 5 5 > 5 ﬁ

e Box-Muller ergibt

z1=4/—21In(0,134)cos(2m-0,789) ~ 0, 49
z2 =4/—21n(0,134)sin(2m- 0, 789) ~ —1, 95

Mit diesen Werten erhalt man
R R R 1 R 1
Xo,5 = Xo + a(0, xo) - > + b(0, Xo) 1/—5 -21=0,84
R R R 1 R 1
X1 =Xo,5 +a(0,5,Xo5) - > + b(0, 5, Xo,5) - /_f -2, =—0,38
(e) X1 ist ungleich 1. Es handelt sich hierbei um den Diskretisierungsfehler, der

bei der Euler-Methode immer auftritt, da nicht die tatsachliche Verteilung der
Xt, simuliert wird (daher auch das Dach uber den x).

(fi) Richtig, namlich zum Eigenwert 0.
(fii) Richtig: Die Stationaritat der Zuwachse bedeutet namlich
Xt—Xs ~ Xt—s — Xo = Xt—s.

(fiii) Falsch, die Folge der arithmetischen Mittel muss ja gar nicht gegen E(X) kon-
vergieren. Und wenn sie es tut, dann muss die Konvergenz nicht monoton sein.
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