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Wir gehen stets von einem MalBlraum (Q, A, u) bzw. einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) aus. Die Borel o-Algebra auf R" wird mit B" bezeichnet, das Lebesgue Mals
auf R" wird mit A" bezeichnet.

Sollten Ihnen in Teilaufgaben Ergebnisse fehlen, dann treffen Sie eine plausible An-
nahme dafar.

Aufgabe 1 (24 Punkte)

Sei x € R fest. Gegeben sei die Abbildung n : Bt — {0, 1}, n(A) = 14(x).

(a) [3 Punkte] Seien paarweise disjunkte Mengen A1, Az, -+ € Bt und A :=J,enAn-
Zeigen Sie, dass
(o]
1A = Z 1An
n=1

qgilt.
(b) [3 Punkte] Zeigen Sie mit Hilfe von (a), dass n ein MaB auf B* ist.
(c) [2 Punkte] Bestimmen Sie alle Nullmengen bezuglich n.

(d) [16 Punkte] Beweisen Sie: fur alle Borel-messbaren Funktionen f : R— R gilt

J fdn =f().
R

Losung Aufgabe 1 [3, 3, 2, 16 Punkte]
Zu (a)
ILy(w)=1<=weA<= JinneN: weA, = 1An0(w) =1,14,(w) = 0 far alle

n#no < Z 1a,(w) =14, (w)=1.

n=1
Zu (b)
n(@) = 0 ist klar. Seien A1, Ay, --- € B paarweise disjunkt und A := [ J,enyAn. Dann
gilt

nA) = 14002 > 14,00 = > n(An).
n=1 n=1

Zu (c)
Sei A € BL. Es gilt:

NA) =0 < 1a(x) = 0 < x ¢ A. Damit ist A genau dann eine Nullmenge, wenn
ACR\ {x}.

Zu (d)
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Ist f > 0 eine Treppenfunktion, d.h. es gibt a; > 0, A; e B, i=1,...,n mit f =
n
ZailAi, dann gilt
i=1
f fdn= Zal n(A) —ZcxllA[(x) F(x).

=1x, (X) =1

Ist nun f > 0, dann sei (fn)nhen e€ine Folge von Treppenfunktionen mit f, 1 f, fn =
0, n € N. Mit dem Satz von der Monotonen Konvergenz folgt

J fdn= J lim fndn = r;LrQof fadn = lim fr(x) =f(x).
R R
=fn(x)

Im allgemeinen Fall sei fx := max(0, £f) > 0. f+ und f_ sind messbar, somit gilt

f frdn=f+(x) €Rund f f-dn=f-(x) eR.
R R

Daraus folgt wegen |f| = f+ + f—, dass f integrierbar ist und aus f = f, —f_ schliel3lich

ffd17=Jf+ dn—ff_dn =f+ ()= f-(x) = f(X).
R R R

Aufgabe 2 (24 Punkte)

Seiqe(0,1),2:Q— {-1,1} mitP(Z=1)=q,P(Z=-1)=1—q, X~N(0,1), X,Z
seien unabhangigund Y :=X-Z.

(a) [6 Punkte] Beweisen Sie: Y ~ N(O, 1).
(b) [7 Punkte] Beweisen Sie: X, Y sind genau dann unkorreliert, wenn q = % gilt.

(c) [5 Punkte] Bestimmen Sie P(X + Y = 0) und zeigen Sie, dass X + Y keine Al-
Dichte besitzt.

(d) [3 Punkte] Sei q = 3. Sind X, Y unabhéngig?
(e) [3 Punkte] Ist (X, Y) zweidimensional normalverteilt?
Losung Aufgabe 2 [(a) 6, (b) 7, (c) 5, (d) 3, (e) 3]
Zu (a)
P(Y<Y)=PXZLy)=PXZ<y,Z=1)+P(XZ<y,Z=-1)

=P(X<y,Z=1)+P(-X<y,Z=—1)

X,Z unabh. gd(y)+ (1—qg)(1—d(—y))

=q®(y)+(1—qg)(1—(1—-2(y)))
= &(y),
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mit & Verteilungsfunktion von N(0, 1) .
Zu (b)
Aus der Definition von Y, der Unabhangigkeit von X und Z sowie Var(X) =1 folgt

Cov(X,Y) = E(XY)— E(X)E(Y) = E(X2Z) — E(X)E(XZ)
= E(X?)E(Z) — E(X)E(X)E(Z) = Var(X)E(Z) = E(2).

Damit gilt Cov(X, Y) = 0 genau dann, wenn E(Z) = 0. Dies ist wegen
E(Z)=q—(1—q)=2q-1
1
genau dann der Fall, wenn g = 5 gilt.

Zu (c)

Es qgilt

2X Z=1
X+Y=
0 Z=-1

alsoP(X+Y=0)=1—qg >0, d.h. X+ Y besitzt keine Al-Dichte, denn dann miisste
P(X+Y =0)=0 gelten.

Zu (d)

Angenommen X, Y sind unabhangig. Da X,Y ~ N(0, 1) ware X+ Y ~ N(O, 2), hatte
also eine Dichte. Dies ist ein Widersruch zu (c).

Zu (e)

Nein, (X, Y) ist nicht zweidimensional normalverteilt. Wlrde das zutreffen, dann wa-
re X+ Y als Linearkombination von X und Y normalverteilt. Dies ist ein Widerspruch
zu (c).

Aufgabe 3 (24 Punkte)

Flr einen Versicherungsvertrag (in einem inhomogenen Bestand) bezeichne T die
zufallige Dauer des Vertrages und N die zufallige Anzahl der gemeldeten Schaden.
Es wird angenommen,

e dass die bedingte Verteilung von N gegeben T die Verteilung Poi(ae™T) mit
a>0istund

e dass T ~ Exp(1) gilt.
(a) [4 Punkte] Bestimmen Sie E (e=KT) fir k e N,
(b) [8 Punkte] Bestimmen Sie E(N|T) und Var(N|T).

(c) [6 Punkte] Bestimmen Sie E(N) und Var(N).
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(d) [4 Punkte] Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufallig ausgewahl-
ter Versicherungsnehmer mindestens einen Schaden meldet.
Hinweis: exp(—ae™!)’ = exp(—ae Hae™t.

(e) [2 Punkte] Sind N und T unabhéangig?

Lésung Aufgabe 3 [(a) 4, (b) 8, (c) 6, (d) 4, (e) 2]

Zu (a)
Fur k e N gilt
E(e™)= f e+t = =
k+1
0
Zu (b)

Aus den Eigenschaften der Poisson-Verteilung ergibt sich

Var(N|T) = E(N|T) = ae™".

Zu (c)
Mit dem Satz vom iterierten Erwartungswert gilt

E(N) = E(E(NIT)), Var(N)=Var(E(N|T))+ E(Var(N|T)).
Somit folgt mit (a) und (b)

a
E(N) = E(aze—T)=E

Var(N) = Var(ae ")+ E(ae™")
— a2E(e—2T)_a2E(e—T)2 + aE(e—T)

1 1 1
= az.__az._+a._
3 4 2
a’? a
= — 4 —
12 2

Zu (d)

Laut Annahme gilt P(N = 0|T = t) = exp(—aet). Somit folgt

P(N = 0) E[P(N =0|T)] = E[exp(—ae~T)] = J exp(—ae He tdt = %(1 —e 9.

1 _
0 =—Zexp(—aety

1
Damit erhalt man PIN>1)=1—P(N=0)=1——(1—e79).
a

Zu (e)
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a
Wegen E(N) = > # E(N|T) = ae~ 9" sind N, T nicht unabhangig, da hier andernfalls
Gleichheit gelten wurde.

Aufgabe 4 (24 Punkte)

1
Seien X ~N(1,0) und Y ~ N(l, 5) mit & > 0 unabhéngig. Es seien jeweils Stich-

proben vom Umfang n durch unabhéangige Realisierungen X1, ...,Xn bzw. y1,...,¥n
von X bzw. Y gegeben.

(a) [18 Punkte] Bestimmen Sie einen Maximum-Likelihood-Schétzer fiir 6 unter
Verwendung der Daten aus beiden Stichproben.

x 1
(b) [6 Punkte] Beweisen Sie, dass 6 = — Z?_l(X i—1)? ein erwartungstreuer Schét-
=
zer fur 0 ist.

Losung Aufgabe 4 [(a) 18, (b) 6]

Zu (a) Wegen der Unabhangigkeit ist die Likelihood gegeben durch

1y 18 (—12 18,
~(5z) exp(_EZT_E. i=1) 9)-

Somit folgt fur £ :=1InL

n L 2
2(8) = —nlIn(2m) — %Z (u + (yi— 1)29)

i=1 6
n i— 1 2
() =Z(%—(m— 1)2)
i=1
12 i—1)?
1(6) =—§Z% <O0.

i=1

Aus der zweiten Gleichung ergibt sich durch Nullsetzen und Auflésen

5 Y (xi—1)?
lel()’i— 1)2
und mit £” folgt, dass in 6 ein Maximum vorliegt. Dies ist der gesuchte Schatzer.
Zu (b)

Wegen E(X;) =1, Var(X;) = 6 qilt

A 12 12 13 1
E(G):E(H;(Xi—l)2)=;;E((Xi—1)2)=;ZVar(Xi)=;n9=9.

i=1
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Aufgabe 5 (24 Punkte)

Im Rahmen einer Studie Uber die Sinnhaftigkeit von Motivationsschreiben bei der
Auswahl von Studierenden werden bei einer Priifung die folgenden Daten erhoben:

Motivationsschreiben
ohne mit
Mittelwert der erreichten Punkte 42 56
empirische Standardabweichung der erreichten Punkte 19 20
Anzahl der Studierenden 220 30
Bestanden 141 26

Es wird angenommen, dass fur die Anzahl der erreichten Punkte X; ~ N(u;, ol.z) in
jeder Gruppe gilt, wobei X1 bzw. X, die erreichte Punkteanzahl der Studierenden
ohne bzw. mit Motivationsschreiben ist.

Am Ende der Aufgabe finden Sie eine Tabelle mit Quantilen.
(a) Wird die Hypothese Ho : 02 = 02 zu einem Niveau von 5% verworfen?

(b) Uberpriifen Sie zum Niveau a = 0, 05 die Nullhypothese, Ho : u1 = U2 gegen
die Alternative H1 : U1 < U>.

(c) Sei p1 bzw. py die Wahrscheinlichkeit des Bestehens der Prifung fir Studie-
rende mit bzw. ohne Motivationsschreiben.

(i) Bestimmen Sie approximative 95 % Schatzintervalle flur py und p>.

(ii) Erldutern Sie das Ergebnis im Vergleich zu (b).

Quantile der Fm n-Verteilung

0,025 0,05 0,95 | 0,0975
m n
29 219 0.54017 | 0.59828 | 1.51941 | 1.64407
29 220 0.54023 | 0.59833 | 1.51918 | 1.64376
30 219 0.54608 | 0.60368 | 1.51141 | 1.63383
30 220 0.54613 | 0.60373 | 1.51118 | 1.63352

Lésung Aufgabe 5 [(a) 6, (b) 4, (c) 7, (d) 7]

Zu (a)
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Zu priifen ist die Nullhypothese Ho : 02 = 07 gegen Hj : 07 # 02. Es wird der F-Test
verwendet. Der Wert der TestgroRe ist

s2 202
s5 19

und wegen F9.19:0,975 = 1.64407 > t und F9.219:0,025 = 0,54017 < t wird Hg nicht
verworfen.

Zu (b)
Es handelt sich um einen zwei-Stichproben t-Test. Die TestgroRe ist
_ — _ 2 _1)e2
—X mn 5 (n 1)SX + (m 1)5)/

y
T(x,y)= s =
(X ¥) S m+n m+n—2

Eingesetzt ergibt sich

219-192+29-202
g2 — = 365,56
248

56—42 |220-30
S 250

Ho wird abgelehnt, falls t > t248.0,95 ® 1, 64. Somit wird Hy verworfen.

Zu (c)

(i) Es ergibt sich p1 = 0,64 und p> = 0,87. Die approximativen Schatzintervalle
ergeben sich aus der Formelsammlung

A p(L—p) p(1—p)
p-Ui—agr2\| — Pt Ui—a2\| ——
n n
Einsetzen mita =0, 05 und up 975 =1, 96 ergibt [0, 58, 0, 7] fur p; und [0, 75, 0, 99]
far pa:
0 64-0, 36 0,64-0,36
0,64—1,96 ,0,64+1,96 =[0,58, 0,7]
220
0 87-0,13 0,87:0,13
0,87—1,96 ,0,87+1,96 —39 =[0,75, 0,99]

(ii) Das Auswahlgesprach wirkt sich positiv auf die Bestehenswahrscheinlichkeit
aus. Auch die im Mittel erreichte Punkteanzahl ist bei Studierenden mit Auswahl-
gesprach hoher. Die Irrtumswahrscheinlichkeit fur letzte Aussage betragt 5%.
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