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zeitstetig, kontinuierliches Handeln

Xo >0

[0, T]

maximaler mittlerer Nutzen des Endvermébgens

Beschrankung des Ausfallrisikos

Bestimmung einer optimalen Anlagestrategie
Wie viele Anteile
von welchem Wertpapier

sind wann zu halten ?
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Klassisches Black-Scholes Modell

Bond dB; =rBidt, By=1 = Bondpreis B;= e
r risikoloser stetiger Zinssatz
Aktie Wahrscheinlichkeitsraum (Q, 7 = (Ft)tco, 1}, P)

dS; = Si(pdt +odW), Sp=1

Aktienpreis Sy =exp ((n— % )t+oW;), tel0,T]
W; Wiener-Prozess,

1 mittlere Aktienrendite, Drift; o Volatilitat

Annahme © und o sind konstant und bekannt

allgemeiner n > 1 Aktien mit korrelierten Preisprozessen S} )
as; = Diag(St) (/L dt+o th)

n
t
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Portfolio

Anfangskapital Xo=Xx >0
Vermégen zur Zeitt X;= 70 + m 4+ ...+
—— —— ——
Bond  Aktie 1 Aktie n
7K = Anzahl Aktien x Preis SK, k=1,....n
Strategie me=(n}, ..., wP)"

Selbstfinanzierungsbedingung und Annahme r =0 =

Vermogensgleichung
X: genlgt linearer stochastischer DGL mit Anfangswert xg
axy = =f (pdt+odW)

X(7)r = Xo




Nutzenfunktion

U:[0,00) > RU{—c0} streng monoton wachsend, konkav

U(x) bewertet ,Nutzen® des Endvermdégens Xt

x? _ .
Ux)=1{ ° for € (—o00,1)\ {0} power utility
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Klassische Optimierungsaufgabe
Vermogensgleichung dX{ = n{(pdt +odW;), XJ =X
Strategie 7™ = (7t)telo,1]

Zulassige Strategien A(xg) = {(m:) : Integrabilitdtsbedingungen,
X >0,Vte[0,T]}
Optimierungsaufgabe

E XZ
e [U(X7)]

1

m(aaT)qu = const

Lésung optimaler Wertanteil %w?:
t
Merton (1969,1973)

Nobelpreis fur Wirtschaftswissenschaften 1997
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Probleme der Merton-Strategie

@ Merton-Strategien besitzen oft ein hohes Ausfallrisiko
Hohe Wahrscheinlichkeiten fir kleine Endvermégen, z.B.
X7 < Xo Anfangskapital
X7 < xo€™T Endwert einer risikolosen Anlage
= Optimierung unter beschranktem Ausfallrisiko
mit A. Gabih (Marrakesch)
o Drift u ist sehr schwierig zu schéatzen
bendtigen Beobachtungen Uber lange Zeitraume
ist nicht konstant

abhangig vom Zustand der Okonomie

— Modell mit zufélliger, nicht beobachtbarer Drift u
mit J. Sass (Kaiserslautern), R. Frey (Leipzig)
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Ausfallrisiko

Vergleichen Endvermégen Xy mit Ausfallschranke (Benchmark) q

z.B. g~ xy Anfangskapital
Ausfall falls Xt <q
qg— Xy falls Xr <q

Verlust (Xr—q) =
0 sonst

RisikomaB p=Eq[(XT—q9)"] mitQ~P Expected Loss
Spezialfalle
@ Q=P Future Expected Loss (FEL)
p=E[(Xr—q)7]
@ Q=P (MartingalmaBB) Present Expected Loss (PEL)
p=E[(Xr—q)”] Optionspreis
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Ausfallrisiko

Varianz ist kein geeignetes Maf3 fir das Ausfallrisiko

v

q EX

T

Xﬁ und XTB besitzen gleichen Erwartungswert und gleiche Varianz

aber P(XA<qg)=0 wahrend P(XE<q)=a >0
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Ausfallrisiko

Weitere RisikomaBe
Expected Utility Loss p=E[(UX7)—-U(Q))"]
Ausfallwahrsch. / Value at Risk (VaR) p = P(X7 < q)
Conditional Value at Risk (CVaR)
Expected Shortfall
Kohéarente / konvexe Risikomale, ...
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Ausfallrisiko

Weitere RisikomaBe
Expected Utility Loss p=E[(UX7)—-U(Q))"]
Ausfallwahrsch. / Value at Risk (VaR) p = P(X7 < q)
Conditional Value at Risk (CVaR)
Expected Shortfall
Koharente / konvexe Risikomale, ...

Stochastische Benchmark
z.B. g~ X7 Index, Referenz-Portfolio
g~ St Aktienpreis, n =1
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Optimierungsaufgabe
Vermogensgleichung adX; = n{(pdt +odW;), XJ = Xxo
Strategie 7 = (7t)tef0,7]
Zulassige Strategien A(xp) = {(7:) : Integrabilitatsbedingungen,

X'>0,Vte[0,T]}

Optimierungsaufgabe

E |UXF
W?Aa(.ﬁo) [U( T)]

Risiko-NB Eg [(XF —q)~] <«
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Martingalmethode |

Wahrsch.-Raum
Filtration

Stoch. Prozess

Eigenschaften

Supermartingal

(Q,F,P)

(Ft)tepp,;  Informationsstruktur

(Zt)tejo,m;  heiBt Martingal, falls

(Z) ist (Ft)—adaptiert, E|Z;| < oo und

| E[Z|Fs] = Z | furale 0<s<t<T

Mittelwert EZ; = EZy = const

E[Z; — Zs|Fs] =0 Martingale sind driftlos

dZ; = 0dt + ordW;

Wiener-Prozess W; und eVt—1/2 sind Martingale

Aktienpreis S;, Vermdgen X;  im Allg. nicht

E[Z|Fs] < Z furalle 0<s<t<T

12/36



Martingalmethode |l

t t
Martingaldichte Z; = exp ( — [y dWy — 5 [ k4l dU)
0 0
dZt = 7&7{ Zt th, Zo = 1

kt=o0"'ur Marktpreis des Risikos

13/36



Martingalmethode |l

t t
Martingaldichte Z; = exp ( — [y dWy — 5 [ k4l dU)
0

3
0
dZt = 7&7{ Zt th, Zo =1
kt=o0"'ur Marktpreis des Risikos

Annahmen an (u;) = (Z) ist (F, P)-Martingal

13/36



Martingalmethode |l

t t
Martingaldichte Z; = exp ( — [y dWy — 5 [ k4l dU)
0

2
0
dZt = 7&7{ Zt th, Zo =1
kt=o0"'ur Marktpreis des Risikos
Annahmen an (u;) = (Z) ist (F, P)-Martingal

MartingalmaB P(A)=E[Zr14 fir AcFr, P~P

13/36



Martingalmethode |l

Martingaldichte
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Martingaldichte

Annahmen an (u;) =

MartingalmaB

Annahmen an (7;) =

t t
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kt=o0"'ur Marktpreis des Risikos

(Z) ist (F,P)-Martingal

P(A) = E[Zr14] fiur Ac Fr, P~P

(X)) ist (F, P)-Supermartingal

— E[X§] <E[X] =X (Budget-Beschrankung)

__ t _
Wi = W + [ kydu ist Wiener-Prozess bzgl. P
0

Martingaldarstellungssatz = Vollstandigkeit des Marktes

Es sei ¢ > 0 eine Fr-messbare ZG mit E[¢] = xo.

Dann existiert eine Strategie (7t) € A(xo) mit & = X7
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Dekomposition der Optimierungsaufgabe

@ Dynamisches Problem

E[UX™)], Eql(Xr—-q)] <
Lmax CE[UXF)], Eol(XF-a)y]<e

@ Statisches Problem

(max E[UEL. Eolle-g)y]<e

mit B(xp) := {£ > 0: £ ist Fr-messbar, E[&] <x }
—

Budget—Beschrénkung
aus Startkapital in (0, xp] erzeugbare Endvermdgen

— optimales Endvermégen ¢&* = f(Z7)
@ Darstellungsproblem
Finde eine Strategie m € A(xp) mit &£ = XT

— optimale Strategie «*

14/36



Statisches Problem
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Statisches Problem

max  E[{U(¢)]

xieB(xp)

Risiko-NB  Eg[(€—q)7] <e

B(x) :={¢>0: ¢ist Fr-messbar, E[¢] < xo}
Wahlen Schranke ¢ so, dass Risiko-NB

Risiko des Merton Portfolios (keine Risiko-NB)

0 firg < xp (Portfolio Insurer)

o erflllbarist & > eqin = .
...>0 firg>x

siehe Gabih, Sass, Wunderlich (2009)
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Optimales Endvermdgen

Theorem (Q = P, Gabih, Sass, Wunderlich (2009), Basak, Shapiro (2001) )
Fiir & € (emin,€max) ist das optimale Endvermégen &* = f(Zr;y5,y3)

I(y12) fir ze(0,z]
mit f(z;y1,y2) = q fir z e (2,2

10 = y2)2) fir 2z € (zu,00)

| Umkehrfunktion von U', z = % und z,= }2’ ’1‘2.
Die reellen Zahlen y;,ys > 0 sind eindeutige Lésung der Gleichungen

E[f(Zriy.y2)]l = xo and Eo [(f(Zriv1,y2) —q) | ==

2

|_,; <e=<=
min fa

ax ‘

terminal wealth
a X
o]

good states

bad states
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@ Bilden Lagrange Funktion mit Lagrange-Multiplikatoren yq,y» > 0
L& y,ye) = EUE] -y (E[ZrE] = x0) — y2(E [Zr(6 — q)7] —¢)

= E[U) —nZré—yoZr(E—q)7)] + yiXo+ Yee
= g(&)

@ Punktweise Maximierung der streng konkaven Funktion g(x)
mit Knick bei x = g

9(x) =U(x) —yizx — yoz(x —q)~ = x*=1(z;y1,)2)
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@ Bilden Lagrange Funktion mit Lagrange-Multiplikatoren yq,y» > 0
L& y,ye) = EUE] -y (E[ZrE] = x0) — y2(E [Zr(6 — q)7] —¢)

E[U(E) = y1Z71€ — y2Z1(£ = Q) )] + yiXo + Yee
= g(&)

@ Punktweise Maximierung der streng konkaven Funktion g(x)
mit Knick bei x = g

9(x)=U(X) —y12x — yoz(x = q)~ = x" =1z y1,¥2)
@ Kandidat fir optimales Endvermdgen ist & =1(Zr y1,y2)
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@ Bilden Lagrange Funktion mit Lagrange-Multiplikatoren yq,y» > 0
L& y,ye) = EUE] -y (E[ZrE] = x0) — y2(E [Zr(6 — q)7] —¢)

E[U(E) = y1Z71€ — y2Z1(£ = Q) )] + yiXo + Yee
= g(&)

@ Punktweise Maximierung der streng konkaven Funktion g(x)
mit Knick bei x = g

9(x)=U(X) —y12x — yoz(x = q)~ = x" =1z y1,¥2)
@ Kandidat fir optimales Endvermdgen ist & =1(Zr y1,y2)

@ ¢* genigt der Budget- und Risiko-NB mit Gleichheit
= y;,¥5 sind Lésungen der Gleichungen

Ele] —  EZrf(Zriy,y)] = X und
Eql(¢*—q)7] EZr (f(Zriy1,y2) —q)7] = ¢
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Optimale Strategie

Clark Formel
Es sei D¢ die Malliavin Ableitung der Fr-messbaren ZG ¢ € Dy y,
dann gilt

_ T _ __
e=Elg+ /0 E[(D)'| 7] dWi
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Optimale Strategie

Clark Formel
Es sei D¢ die Malliavin Ableitung der Fr-messbaren ZG £ € Dy 1,
dann gilt

- T _ __
e=Elg+ /0 E[(D)'| 7] dWi

setzen & = f(Zr) = f(Zr;y7,y5) (optimales Endvermdgen)
zeigen Kettenregel fir Malliavin Ableitung D: f(Z7) = f'(Z7) DiZr
Koeffizientenvergleich mit Vermégensgleichung

T .
§:x0+/ (7)o dW;
0

Theorem (optimale Strategie )

i = o T E [f(Zr) DiZr | Fi]
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Optimale Strategie: klassisches Black-Scholes Modell

ut = p konstant —  (Z;) geometrische BB und Zr ist lognormal

Explizite Formeln optimale Strategie =} = g(t, %)
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Optimale Strategie: klassisches Black-Scholes Modell

ut = p konstant —  (Z;) geometrische BB und Zr ist lognormal
Explizite Formeln optimale Strategie =} = g(t, %)

Basak, Shapiro, Tepla VaR, Present Expected Loss
(2001, 2002) deterministische und stoch. Benchmark

Gabih, Grecksch, Future Expected Loss
Wunderlich (2005, 2006) Expected Utility Loss
deterministische and stoch. Benchmark

Gandy (2005) Present und Future Expected Loss
VaR, CVaR
deterministische Benchmark
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Probleme der Merton-Strategie

V" Hohes Ausfallrisiko

—>  Optimierung unter beschranktem Ausfallrisiko

@ Drift n  ist sehr schwierig zu schatzen

ist nicht konstant

—> Modell mit zufalliger, nicht beobachtbarer Drift 1
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Modelle mit partieller Information Gber die Drift |

Drift u; ist abhangig von Zeit und von weiterer "Rauschquelle”
ist nicht FS—adaptiert (nicht beobachtbar)

mit 75 = (F)iepo.; C F  von (S;) generierte Filtration
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Modelle mit partieller Information Gber die Drift |

Drift u; ist abhangig von Zeit und von weiterer "Rauschquelle”
ist nicht FS—adaptiert (nicht beobachtbar)

mit 75 = (F)iepo.; C F  von (S;) generierte Filtration

Investor kann nur Aktienpreise S; beobachten,
jedoch nicht Drift n; und Wiener—Prozess W;

—> Modell mit partieller Information

Problem “Lernen” der Drift aus beobachteten Aktienpreisen

Schéatzung bzw. Filter fur p;
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Modelle mit partieller Information Uber die Drift I

Hidden Markov Model (HMM)
Sass, Haussmann (2004), Rieder, Bauerle (2005), Nagai, Rungaldier (2005)

Drift

good : b1=0.4

medium - b2 = 0.1
o

bad: b3 =-0.4

Drift u; st zeitstetige homogene Markov-Kette
unabhéngig von W;
Intensitatsmatrix steuert Spriinge zwischen den Zustanden
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Modelle mit partieller Information Uber die Drift I

Hidden Markov Model (HMM)
Sass, Haussmann (2004), Rieder, Bauerle (2005), Nagai, Rungaldier (2005)

Drift

good : b1=0.4

medium - b2 = 0.1
o

bad: b3 =-0.4

Drift u; st zeitstetige homogene Markov-Kette
unabhéngig von W;
Intensitatsmatrix steuert Spriinge zwischen den Zustanden
Lineares GauBsches Model
Lakner (1998), Nagai, Peng (2002), Brendle (2006)
ut ist ein mean-reversion Prozess
dut = o(fi — pr)at + BdW,!, mit W' Wiener-Prozess (un)abhangig von W;
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HMM-Filter

Drift i verdeckter Zustand, Signal

Returns dR; = ds’ = ptdt + o dW; verrauschte Beobachtungen

Gegeben Beobachtungen der Preise S, (Returns Ry) fir u € [0, {]
Gesucht  Filter fiir Drift pe: e = E [pue| FF]
und Martingaldichte  Zy:  Z; = E [Z|F¥]

Lésung Liptser, Shiryaev (1974), Wonham (1965), Elliot (1993)
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HMM-—Filter:

Beispiel

Drift
0.4
=
5 © J
-0.2
i I}
o} ; 2
Aktienpreis
1.6«‘ exp(jt0 By ds)‘
1.4
- __-'—"‘—‘—ff—"———/"'—-—-____----—---—-—"‘————"‘—‘———_-_.-‘———‘—“—“"—--"
1
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HMM-Filter: Beispiel

Drift
0.4+

Drift
o

oz |

L ]
o] 1 >
Aktienpreis

i
1.6H exp( [y ug ds) !
Aktienpreis St |
1.4 ‘
|
|
121 |
|
1 1
i

1 | ]

0] 1 >

Zeitt
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HMM-Filter: Beispiel

Drift
0.4+

Drift
o

oz |

L ]
o] 1 >
Aktienpreis

i
1.6H exp( [y ug ds) !
Aktienpreis St |
1.4 ‘
|
|
121 |
|
1 1
i

1 | ]

0] 1 >

Zeitt

24/36



HMM-Filter: Beispiel

Drift
0.4} ‘
i
|
VA
= ol w..vA'I\J\f’ R RN i """""""""""
(=] Yo \4\1\fv’(~ i |
I
Drift i
HMM-Filter i
L I}
o] 1 2
Aktienpreis
i
1.6H exp( [y ug ds) !
Aktienpreis St |
1.41 ‘
|
I
1.21 |
|
1 !
i
L I I
0 1 2
Zeit t
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Optimierung unter partieller Information

Transformation zu einem Modell mit voller Information

Q,F,P; Z O, F5 Pl.s; Z
(’}—’ ' )M(vf’ |]~‘7$'z)

Optimales Endvermégen X; = f(Zr;y,y3)

Optimale Strategie mf = o TE|f(Zr)DiZr | FE (%)
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Optimierung unter partieller Information

Transformation zu einem Modell mit voller Information

(UF.P; Z) — (2,75, Plys; 2)

Filter
Optimales Endvermégen X; = f(Zr;y,y3)

Optimale Strategie = o TE|f(Zr)DiZr | FS (%)
Berechnung der optimalen Strategie erfordert

@ Numerische Lésung stoch. Differentialgleichungen fir D,?T

unter Anwendung robuster Filtertechniken

@ Approximation der bedingten Erwartung in (x)

durch Monte-Carlo Simulation

@ siehe Sass, Wunderlich (2010)
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Beispiel: Verteilung des Endvermdgens

2r 1
0 i XOJ i L .
05 1 15 2
Erwarteter Nutzen Risiko
Aktie 0.040 0.129
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Beispiel: Verteilung des Endvermdgens

Stock
2r —— Merton |7
2
Erwarteter Nutzen Risiko
Aktie 0.040 0.129
Merton 0.076 0.248 = cmax

26/36



Beispiel: Verteilung des Endvermdgens

Stock

Atom‘0.529 :
2- —— Merton
— PEL-optimal
1 [ H
0 i Xow ﬁ"\\_‘
05 1 15 2
Erwarteter Nutzen Risiko
Aktie 0.040 0.129
Merton 0.076 0.248 = cmax
Risiko-NB 0.049 0.100 = ¢
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Beispiel: Optimale Strategie

Strategy (Fraction of Wealth)
T T T T

N W B
T

0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

1.2

1.1

08 L L L L L L L L L

years
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Beispiel: Optimale Strategie

Strategy (Fractlon of Wealth)

41
3
L ant ,ﬂ\
1 V mVAVVM'V\Jn
0
Ak
2ok
I I I I I
0 01 0.2 0.3 0.4 0.5
Wealth
T T T T
Stock
1.2 Merton
PEL-optimal
1.1
1
0.8
0.8 I I 1 1
0 0.1 0.2 03 04 05 0.6 0.7 08 09 1

27/36



Tracking Error

Anstelle des theoretischen optimalen Vermégens

t
X = xo+ / (73)" dRe
0
ergibt sich bei Zeit-Diskretisierung das tatsachliche Vermégen

AXF = xo + Z (“r5)" AR,

0<si<t

dabei ist 43, die Monte-Carlo-Approximation von
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Tracking Error

Anstelle des theoretischen optimalen Vermégens

t
X = xo+ / (73)" dRe
0
ergibt sich bei Zeit-Diskretisierung das tatsachliche Vermégen

AXF = xo + Z (“r5)" AR,

0<si<t
dabei ist 43, die Monte-Carlo-Approximation von
Falls AX; # X;, dann ist die Strategie 7* nicht mehr optimal

Aufgaben 1. Erkennung von Tracking Errors |X; — 2X;| > 6 X}
2. Korrektur (Update) der Strategie =}
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Tracking Error - Numerisches Beispiel

Strategy (Fraction of Wealth)
T T T T

OM JWL\/\/V\/\/‘/{\\/\WW\ Mf\/\’\nnﬂw\

\,,I\/‘V W

14

09

0 3 0.4

0.5 0.6

Wealth

0.7 0.8 0.9 1

0.8 Actual Wealth
Theor. Optimal Wealth
0.7H Stock ]
T T T 1 1 L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1
years
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Erkennung von Tracking Errors
Far das theoretische optimale Vermdgen gilt
t
XF = xo+ / (73)" dRs
0
Aus der Martingaleigenschaft folgt

X; = E[X:1 78| = E |[fZrivi )l
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Erkennung von Tracking Errors
Far das theoretische optimale Vermdgen gilt
t
XF = xo+ / (73)" dRs
0
Aus der Martingaleigenschaft folgt
X; = E | X;\F8| = E[((Zrivi y3)I€:

X; ist ohne Kenntnis der optimalen Strategie nédherungsweise

berechenbar durch Monte-Carlo-Approximation:

* . Nyx*
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Update der optimalen Strategie

Falls ein Tracking Error auftritt: |NX; — AX;| > & NX7,

berachten wir ein neues Optimierungsproblem mit
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Update der optimalen Strategie

Falls ein Tracking Error auftritt: |NX; — AX;| > & NX7,
berachten wir ein neues Optimierungsproblem mit
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Angangskapital ~ “X;  (tats&chliches Vermdgen)
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Update der optimalen Strategie

Falls ein Tracking Error auftritt: |NX; — AX;| > & NX7,

berachten wir ein neues Optimierungsproblem mit

Anlagehorizont T—t
Angangskapital ~ “X;  (tats&chliches Vermdgen)
Risikoschranke Expected Loss von X% gegeben F

i =Eq[(Xr—q) |77] ~ "

Berechnen neue Lagrange Multiplikatoren y{,y! durch Losen von

E|fCrin. 7| =
Ea [(1(Zrivi,ye) — ) 1FE] = .

Berechnen korrigierte Strategie mit y!,y! ...
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Tracking Error - Numerisches Beispiel

Strategy (Fraction of Wealth)
T T T T
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Wealth
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Tracking Error - Numerisches Beispiel

Strategy (Fraction of Wealth)
T T T T

N

f‘\m\ JW\/\MAWMA il

-

Q

il

1k \ \ 1 L

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Wealth
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11+

1 [\r\.\.\“wv\_rm_\/,,\_ N M

09
— With Updating
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Theor. Optimal Wealth
0.71 Stock
T T T 1 1 L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
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Verteilung des Endvermobgens

Generieren 2000 Pfade von p und W
und die zugehdrigen Aktienpreise S

Vergleichen empirische Verteilungsdichten des Endvermdégens

ohne Update 0 =00
mit Update fir Schranke ¢ = 0.001

T
251 [ theoretical

no updating &=«

T
|
|
|
|
I
|
|
|
|
T
l
1

05F !
|
|

1

0.6 0.8 1.2 1.4 16
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Verteilung des Endvermobgens

Generieren 2000 Pfade von p und W
und die zugehdrigen Aktienpreise S

Vergleichen empirische Verteilungsdichten des Endvermdégens

ohne Update 0 =00
mit Update fir Schranke ¢ = 0.001

T
251 [ ltheoretical

no updating &=«
updating with 8 = 0.001 ||

05

0.6 0.8 1.2 1.4 16
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Zusammenfassung

@ Dynamische Portfoliooptimierung unter Risikobeschréankung

max E[UXF).  Eal(Xf-a)]<e

WGA(XO
@ Partielle Information Uber die Drift  (Hidden Markov Model)
X7 als Funktion des Filters 27 fir die Martingaldichte Z7
7 in Abhangigkeit von der Malliavin Ableitung thr

@ Optimale Strategien berechenbar mit Hilfe von Monte-Carlo
Simulationen
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