Bericht zur Priifung 1996 iiber Schadenversicherungsmathematik
(Spezialwissen)

Christian Hipp (Karlsruhe) und Thomas Mack (Miinchen)

Am 1. Juni 1996 fand in K6in eine Klausurveranstaltung statt, in der unter anderem das Spezialwis-
sen in Schadenversicherungsmathematik gepriift wurde. Diese Priifung war die erste im Rahmen des
neuen Ausbildungssystems und des Zugangs zur Aktuarvereinigung DAV. Den erfolgreichen Teil-
nehmern wird die Priffungsurkunde anldBlich der ndchsten Mitgliederversammlung der DAV am 30.
April 1997 in Wiirzburg iiberreicht. Die folgenden Aufgaben waren in 3 Stunden zu 16sen. Fiir jede
der Aufgaben waren maximal 30 Punkte erreichbar. Die Klausur wurde als bestanden bewertet,
wenn mindestens 72 Punkte erreicht worden waren. Die Zusatzaufgabe wurde nur gewertet, wenn
dafiir eine der anderen Aufgaben nicht bearbeitet worden war. Als Hilfsmittel war zugelassen a) die
schon frither benutzte Formelsammiung und b) ein nicht programmierbarer Taschenrechner.

Aufgaben zu Grundlagen:

Fiir die Modellierung des Gesamtschadens S eines Bestandes wird eine Poisson-verteilte Schaden-
zahl mit Parameter A = 0,1 und eine Pareto-verteilte Schadenhéhe mit Parameter a = 2,185 verwen-
det.

a) Wie lautet die Normalapproximation fiir die Wahrscheinlichkeit P (S > 3)? Ist diese Approxima-
tion gut?

b) Wie lautet die Normal-Power-Approximation fiir dieselbe Wahrscheinlichkeit und obige Para-
meter? Was erhilt man andererseits im Falle A =1 und a = 3,3?

Lésung:

Fiir die Momente von S gilt

E(S)=AL, a>1,
a—1
Var(S)=A——, a>2,
a—2
a
ES—EQS)> ! =4~——, a>3.
a—3

a) P(S > 3) wird approximiert durch
1—-®&(3—-E(S)//Var(S))=1— &(2,5908) = 0,0048

wegen
E(S)=0,18388, Var(S)=1,1811 und (3 — E(S))/</Var(S) = 2,5908 .

Die Normalapproximation ist hier prinzipiell nicht gut wegen der groBen absoluten Schiefe; die
Paretoverteilung Q mit Parameter a = 2,185 hat unendlich groBe absolute Schiefe. Speziell gilt
hier

A
PE>3)= % ;e“Q"‘“(loo)Z(l—e“)Q(3,oo)=(1—e")3'“=0,00863.

n=

b) Fiir a = 2,185 kann man die Normal-Power-Approximation nicht berechnen, da ES?® = oo gilt.
Fiir die Parameter A =1 und a = 3,3 ergibt sich als Approximation fiir P(S > 3) nach der
Formelsammlung 1 — & (z) mit

=<9iu§(Q)+6uz(Q)
Q) Q)

2
G-y Q)+ 1> =342 32 (Q).

877



Mit den Werten
1, (Q)=1,4348, u,(Q)=2,5385 und p;( Q=11
ergibt sich
z = 0,9907498
und damit
1—d(z)=1-0,8389 =0,1611.

Aufgabe zur Solvabilitdt:

Fiir die Beurteilung der Ruinwahrscheinlichkeit y (s) bei unendlichem Planungshorizont wird der
Anpassungskoeffizient R und die Schranke exp (— R s) benutzt, wobsei s die fiir das Versicherungsge-
schift gestellte freie Reserve ist.

a) Wie ist der Anpassungskoeffizient definiert, wann existiert er, wann existiert er nicht?

b) Wie kann man aus der Ruintheorie eine ausreichende Bestandsprimie ableiten, wenn s und die
Verteilung des Gesamtschadens S sowie eine tolerierte Ruinwahrscheinlichkeit ¢ bekannt sind?

c) Wie beurteilt man die Ruinwahrscheinlichkeit im Fall eines groBschadenanfilligen Bestandes?

Lésung:
a) Der Anpassungskoeffizient im klassischen RisikoreserveprozeB ist die positive Losung von
A+rc=Afexp(rx)Q(dx).

Hierbei ist A die Intensitit des Schadenzahlprozesses und ¢ die Pramie pro Zeiteinheit. Q ist die
Schadenhdhenverteilung. R existiert nur dann, wenn

c>au (Q)

fexp(rx)Q(dx) < oo

fiir ein r > 0 gilt. R existiert nicht fiir GroBschadenverteilungen Q wie z. B. Lognormal-, Log-
gamma- und gewisse Weibullverteilungen.

Ist  (s) die Ruinwahrscheinlichkeit zum Startkapital s, so wird eine Ruinwahrscheinlichkeit &
eingehalten, wenn der Anpassungskoeffizient R so eingestellt wird, daB

und wenn

b

~—

exp(—Rs)=¢
gilt, also wenn

1
R=—- log(e).
]
Dies erreicht man durch Wahl der Priamie ¢ nach dem Exponentialprinzip mit Risikoaversion R:
1
c= ElogEexp(RS).

Hierbei ist S der Gesamtschaden des Bestandes in einem Jahr. Fiir ein kleines R kann man die
Primie ¢ approximieren durch die Primie nach dem Varianzprinzip:

R
c,=ES+ EVar(S).
Die Genauigkeit dieser Approximation ist an dem Ergebnis

RZ
jc—c¢,l < ?ES3 exp(RS)
ablesbar.
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¢) Fiir GroBschadenverteilungen Q kann das obige Argument nicht benutzt werden, da der Anpas-
sungskoeffizient dort nicht existiert. Man kann stattdessen die Ruinwahrscheinlichkeit ¢ (s) mit
der Summenformel berechnen und/oder eine Approximation benutzen. Zunichst die Summen-

formel; ©

W)= kZI p*(1 — p) H* (s, o),
mit p = 4 g/c und H mit Dichte x —» Q(x, c0)/u. Die Approximation basiert auf den Approxima-
tionen fiir die Teilwahrscheinlichkeit von Summenverteilungen, deren Schadenhéhe subexponen-
tiell ist: Fiir jede der iiblicherweise benutzten GroBschadenverteilungen Pareto, Lognormal,
Loggamma oder Weibull (mit Formparameter kleiner als eins) fir Q gilt mit s —» oo:

b S) ~ L HE, )= — L H(s, 00).
1-p c—Apu

Aufgabe zur Tarifkalkulation I:

Verallgemeinerte lineare Modelle spielen aktuell fiir die Tarifierung oder die Konstruktion neuer
Tarifierungssysteme eine wichtige Rolle. Passen Sie an die folgenden Schadendaten e¢in solches
Modell an: Die Daten sind beobachtete Schadenanzahlen X (i, j) mit Merkmalsausprigungen i, j
der Merkmale A und B. Die Schadenanzahlen sind entstanden in Bestinden mit N (i, j) Vertra-
gen.

X@j) j=1 j=2 j=3 NG@p j=1 =2 j=3
i=1 168 395 498 i=1 2000 1600 1500
i=2 7 4 56 i=2 100 80 40
i=3 300 439 469 i=3 1000 1500 2000

a) Schlagen Sie ein Modell fiir diese Daten vor. Beachten Sie die Anzahl der Parameter.

b) Welche Devianz muB minimiert werden, wenn Sie nur die Haupteffekte beriicksichtigen wollen?

¢) Wie sieht die natiirliche Linkfunktion und die Varianzfunktion aus, wenn Sie Poisson-verteilte
GroBen X (i,)) unterstellen? Wie werden hierbei die VolumenmaBe N (i, ) beriicksichtigt?

Lisung:

Die Beobachtungen sind Schadenanzahlen X (i, j) in unterschiedlichen Bestinden mit N (i, j) Vertri-
gen. Die zugehdrigen Schadenfrequenzen F (i, j) sind

F@,j) 1=1 j=2 =3
i=1 0084 0246875 0,332
i=2 007 0,55 1.4
i=3 03 0,29 0,23

a) 1. Ein falscher Ansatz: X(i,j) sind stochastisch unabhingig, X(i,j) ~ Bin(N(i, }), p (i,j)),
logp(i,j) = u + « + B;. In diesem Modell ist die Beobachtung X (2, 3) nicht méglich, das Modell
also nicht passend.

2. X (1,)) sind stochastisch unabhingig,

X{1,5) ~NBin(N{,j), pG, 1),
logp(i.j) = u+ o, + B;.
Dies ist ein naheliegendes Modell, es hat 5 Parameter (wegen «, = #, = 0), und dies ist bei der
Anzahl der hier vorliegenden Beobachtungen kein Problem. Allerdings sind Zeilen- und Spalten-
effekte hier nicht deutlich sichtbar; so ist z. B. j — F (1, ]) steigend, j —» F (3, j) jedoch fallend. Ein
analoges Modell wire:
3. X (i, j) sind stochastisch unabhingig, X (i, j) ~ Poisson (N (i,)) * p (i, 1)), log p (i,j) = p + o, + B;.
4. X (i,j) sind stochastisch unabhingig,
X(1,) ~ NBin (N (i,j), p(i,j)) ,

logp(,)) =u; + B;*j.

In diesem Modell wird mégliche bzgl. i unterschiedliche Steigung der Frequenzen beriicksichtigt.
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b) Ausgehend vom Modell a3, in welchem gerade die Haupteffekte beriicksichtigt werden, muB
durch Wahl von g, «,, f; nach dem Maximum-Likelihood-Prinzip minimiert werden

- i2%()( (,)1og(NG,j) p(, i) = NG pG.i)-
Nach Weglassen des konstanten Terms
iZjX (i,j) log N, )
ist folgender Ausdruck zu minimieren:
L:i=-— i}:’.N(i,j)(F () (n+a,+ By) —exp(u+a; + §y)).

Sind p (i,j) die resultierenden Schétzer, so berechnet sich die Devianz nach der Formel
2(L-D),

wobei L die oben definierte GroBe mit den Werten p (i, j) ist, und L ist die L entsprechende
GroBe, bei der p(i,j) durch F (i, ) ersetzt ist, also

- ZiZJ;N (i,J) (F (i, ) log (B (i, )/F (i, 1)) = p G, J) + F (i, ).

Die 2 ist der iibliche Normierungsfaktor.

¢) Die natiirliche Linkfunktion fiir die Poissonverteilung ist g(u) = log(u), die Varianzfunktion ist
V(1) = u. Die VolumenmaBe gehen in die Modellierung als Faktoren der Parameter 4 (i, j) ein.
Hierbei stellt man sich vor, daB die Vertrige stochastisch unabhingig Schiden produzieren, daB
also die Gesamtzahl aller Schidden im Teilbestand als Summe von N (i, j) stochastisch unabhéingi-
gen identisch Poisson-verteilten ZufallsgroBen wieder Poisson-verteilt ist mit Parameter

NG, j)*AG,))-
Aufgaben zur Tarifkalkulation II:

In einer Studie des VDS zum KH-Tarif heif3t es sinngemdD, es seien mindestens 10000 Pkw-Jahres-
einheiten erforderlich, wenn der beobachtete Schadenverlauf eines Jahres mit 95% statistischer
Sicherheit um nicht mehr als + 10% von seinem wahren Wert abweichen soll.

Legen Sie dieser Aussage ein Kollektives Modell mit poissonverteilter Schadenzahl zugrunde und
schlieBen Sie unter Annahme einer Schadenfrequenz von 0,1 pro Jahreseinheit auf den Variations-
koeffizienten der Schadenhéhenverteilung. Kommentieren Sie das Ergebnis und die gemachten
Annahmen beziiglich ihres Realitdtsbezugs.

Lésung der Aufgabe zur Tarifkalkulation II:
GemiB dem Kollektiven Modell gilt fiir den Gesamtschaden S bei poissonverteilter Schadenzahl N
ES)=EMN)EX)
Var(S) = E(N)E(X?),
wenn X die Schadenhdhe ist. Daraus folgt
(Vko (S))* = Var (S)/(E (8))* = (Vko (X)) + 1)/E(N).
Gegeben ist E(N) = 0,1 v mit v = Anzahl Jahreseinheiten und
P(|IS—E(S)| <0,10-E(S)) > 0,95
fur v > 11000. Nimmt man niherungsweise an, daB S normalverteilt ist, so gilt
P(IS—-E(S)|<0,10- E(S)) = ®(a) — #(—a)
mit der Standard-Normalverteilung ¢ und

a = 0,10 - E(S5)/Sta(S) = 0,10/Vko (S).
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Nur fiir a > 1,96 ist #(a) — & (—a) > 0,95, also muB fiir v > 11000

0,10/Vko (S) > 1,96
oder
Vko(S) <1/19,6
oder
(Vko(X))? <0,1v/19,6 —1 < 1,86

gelten. Als muBl Vko(X) < 1,365 sein.

Kommentare:

1. Das Kollektive Modell ist fiir diese Aufgabenstellung eine durchaus realistische Modellannahme.
Auch die Normalapproximation ist bei 1100 erwarteten KH-Schdden bzw. angesichts von
E(S) > 19,6 - Sta(S) ausreichend genau.

2. Ein Variationskoeffizient von 1,365 fiir die KH-Schadenhd6he ist unrealistisch nieder (realistische
Werte liegen bei 5). Tatséichlich wurden der Aussage implizit nur Schadenhéhen, die bei etwa
DM 50000 gestutzt waren, zugrunde gelegt.

3. Die Annahme einer Poissonverteilung fir die Schadenzahl ist ebenfalls unrealistisch. Bei 1100
erwarteten Schidden betrdgt bei der Poissonverteilung die Standardabweichung /1100 = 33, so
daB die tatsdchliche Schadenzahl mit 99,7% Wahrscheinlichkeit zwischen 1000 und 1200 liegen
miiBte. In der Realitdt schwankt jedoch die Schadenfrequenz von Jahr zu Jahr ebenfalls, so daB
sich hohere Abweichungen ergeben, die z. B. mit der Negativen Binomialverteilung realistischer
modelliert werden koénnen.

Aufgabe zur Schadenreservierung:

Sei C, der Schadenstand von Anfalljahr i nach k Entwicklungsjahren, S, = C, — C, ,_, mit
C,o =0 die jahrliche Verdnderung und v, ein MaB fiir das Volumen des Portefeuilles von Anfalljahr i.
Das Modell der anfalljahrunabhingigen Schadenquotenzuwichse beruht auf der Annahme

ESy) = vimy, ¢y
das Chain-Ladder-Modell auf

E(CulCiys o Cum) = G fi )
jeweils mit einem unbekannten Parameter m, bzw. f,.

1. Interpretieren Sie, fiir welche Art von in der Realitit vorkommenden Anderungen bei einzelnen
Schéden (die in S;, zusammengefaBt sind) eher das Modell (1) und fiir welche eher das Modell (2)
in Betracht kommt.

2. Bilden Sie ein kombiniertes Modell, das beide genannten Modelle als Spezialfille enthilt — d. h.
in dem ein Teil der in S,, steckenden Verdnderung sich wie (1) verhilt, der Rest wie (2) — und
geben Sie an, wie Sie dann die Parameter schidtzen wiirden (nur Angabe des Weges, nicht der
Schatzer selbst).

3. Warum ist das kombinierte Modell, obwoh! es beide Einzelmodelle (1) und (2) enthélt, doch nicht
in jedem Fall vorzuziehen, d. h. worin besteht ein Nachteil des kombinierten Modells gegeniiber
jedem der Einzelmodelle? Wie konnte dieser Nachteil beseitigt werden?

Lésung der Aufgabe zur Schadenreservierung:

1. In Sy, stecken zwei Arten von Anderungen: zum einen die Endstandsschitzung von erstmals im
Entwicklungsjahr k bekannt gewordenen Schiden (Gesamtbetrag U,,), zum anderen die Ande-
rung der Schadenstandsschitzung von bereits frither bekannten Schiden (Gesamtbetrag T,,).
Fir T, eignet sich eher das Modell (2), da es von Anzahl bzw. Gesamtbetrag der in C; , _,
steckenden offenen Schadenfille abhingt, denn die in T, zusammengefaBten Anderungen kén-
nen im wesentlichen nur aus offenen Schéden resultieren.

Fir Uy kommt eher das Modell (1) in Betracht, da aufgrund der Unabhéngigkeit der Einzelschi-
den und deren Meldezeitpunkt der in Entwicklungsjahr k gemeldete Schadenbetrag U, nicht von
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Zahl und Hohe der bereits friiher gemeldeten Schidden abhingt, sondern lediglich von der
PortefeuillegroBe v;.

2. Aus
EUulCits .., G ) =EUy) =viy, (1a)
und
E(Tiklcil’""Ci.k—1)=ci.k—ltk (2a)
ergibt sich das kombinierte Modell
EGulCits - » Cik-1) =Ci it + Vi, 3)

Die Parameter t, und u, kann man mittels gewohnlicher linearer Regression der Zuwachsquoten
S,/v; nach den Vorjahresstinden C, . _, /v, schitzen, d.h. durch Minimieren von

+1-i  (Q. C.._ 2
'_21 vi{—v#—<—————"‘: 1-tk+u,‘>} .

3. Der Nachteil des Modells (3) gegeniiber (1) und (2) besteht darin, daB es bei denselben Daten
doppelt soviele Parameter verwendet und daher weniger stabile Prognosen liefert. Dieser
Nachteil kann beseitigt werden, wenn die Daten T, und U, bekannt sind, so daB die Modelle
(1a) und (2a) getrennt geschitzt werden konnen.

Aufgabe zur Risikoteilung:

Fiir ein Portefeuille von 400000 KH-Risiken wird die Giiltigkeit des Kollektiven Modells unterstellt.
Die Anzahl Schiden pro Jahr wird als poissonverteilt mit mittlerer Frequenz 0,1 pro Risiko
angenommen, die Schadenhéhe als lognormalverteilt mit Parametern 4= 7,1 und ¢ = 1,8.

1. Die Schadenhdhen X,,X,, ... werden durch die Schadengrenze a = 100000 DM in Normal-
schiden X, <a und Grofischdden X, > a aufgeteilt. Berechnen Sie den Erwartungswert der
Schadenhdhe Y, eines GroBschadens.

2. Berechnen Sie Erwartungswert und Varianz der Jahressumme S, der Normalschdden und der
Jahressumme S, der GroBschiiden. Benutzen Sie dabei zur Verkiirzung der Rechenarbeit die
folgenden Angaben zu Erwartungswert und Variationskoeffizient fiir die Normalschadenhohe
Y, bzw. die Grofischadenhohe Y,:

E(Y,) = 4580,
Vko(Y,) = 2,18,
E(Y,) =222000,
Vko(Y,)=1,18.
3. Sind S, und S, korreliert? Begriinden Sie Thre Antwort. Andert sich das Korrelationsverhalten
bei anderen in Betracht kommenden Verteilungsannahmen fiir Schadenzahl oder Schadenh6he?

Losung der Aufgabe zur Risikoteilung:

1. Der Erwartungswert der Hohe eines GroBschadens betrdgt

© - _ —_ a2
E(Y) = E(X,1X, > ) = | xdF /(1 ~ F @)= exp s + 0%/2) f(g’(‘(ff — H;’/a))/ 2,

letzteres gemdB Formelsammlung mit der Lognormalverteilung F und der Standard-Normalver-
teilung @. Ausrechnen ergibt F (a) = 0,9929 und E(Y,) = 6124 - 0,2573/0,0071 = 222000.
2, Firi=1 und i=2 gilt E(S)) = E(N,)E(Y,) mit N, bzw. N, = Anzah! der Normal- bzw.

GroBschdden. Mit N =N, + N, ist

E(N,)=E(N)F(a) = 0,1 - 400000 - 0,9929 = 39716,

E(N,;)=E(N) - E(N) =284,

E(S;) =39716 - 4580 = 181,9 Mio.,

E(S,) =284 222000 = 63,05 Mio.
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Wegen E (Y?) = Var (Y;) + (E(Y)* = (Vko (Y)))* + 1) - (E(Y}))* und da mit N auch N, und N,
poissonverteilt sind, gilt
Var(§;) =E(N)E (Yiz) s
Var (S,) = 39716 - (2,182 + 1) - 4580% = 4,79 - 10'2,
Var(S,) = 284 - (1,182 + 1) - 222000% = 33,49 - 10*2.
3. S, und S, sind genau dann unkorreliert, wenn Var(S) = Var (§;) + Var(S,) fiir den Jahresge-
samtschaden S = S, + S, gilt. Angesichts von
Var(S) = E(N)E (X?) = 40000 - exp 2 u + ¢%) - exp(c¢?) = 38,31 - 10*2
und
Var(S,) + Var(S,) = 38,28 - 10'?2
sind S,,S, wohl unkorreliert. Dies 1dBt sich auch leicht allgemein zeigen: Wegen

Var(8) =E(N)E(Y?), ENN)=EMN)F@), EN,)=EMN)(1-F(@)),

E(Y))=E(X?|X<a)= ixzdF(x)/F(a),
°

E(Y2) =E(X}X >a)= sz dF (x)/(1 — F(a)),
wird *
Var (8,) + Var(S,) = E(N) {x2dF (x) + E(N) | x*dF (x)
o a

=E(N) z x*dF (x)

= E(N)E(X?) = Var (S).

Also sind S, und S, unkorreliert. Dies hingt offensichtlich nicht von der Schadenhéhenvertei-
lung F ab, liegt aber entscheidend and der Poissonannahme fiir die Schadenzahl N. Wiirde die
Schadenzahl N realistischer als gemischt poissonverteilt angenommen, so wiirden sich die
Schwankungen im Poissonparameter sowohl auf N, als auch auf N, auswirken und so eine
positive Korrelation von N,, N, und damit auch von S,,S, bewirken, was sich formelmaBig
durch den in Var (S,) entstehenden Zusatzterm (Var (N,) — E (N,)) (E (Y,))? auswirkt.

Zusatzaufgabe:

Betrachten Sie ein allgemeines Bonus-Malus-System, welches von der Anzahl der Schiden pro Jahr
abhédngt.

a) Aus welchen Komponenten besteht ein solches Bonus-Malus-System?

b) Wie berechnet man, ausgehend von einer individuellen Schadenzahlverteilung, die individuelle
Ubergangsmatrix fiir einen Versicherungsvertrag?

c) Wie ist die zugehorige stationdre Verteilung definiert, und wie kann man sie berechnen?

d) Das Aquivalenzprinzip verlangt, daB iiber lange Vertragsdauer der erwartete Gesamtschaden
libereinstimmt mit den erwarteten Pramienzahlungen. Approximativ kann man das Aquivalenz-
prinzip als Gleichung mit der stationdren Verteilung formulieren. Wie lautet diese Gleichung?
Kann man sie fiir alle Vertrige im Bestand erfiillen? Wie geht man vor, um die Gleichung fiir
moglichst viele Vertrige zu erfiillen?

Lésung:
a) Klasseni=1, ..., I. Umstufungsregeln j(i, k); sie geben an, in welche Klasse j man aus Klasse i
bei k Schiden kommt. Pramien = (i) fir Stufe i =1, ..., 1.
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b)

<)

d)

884

R sei die Schadenanzahi eines Jahres. Dann wird die Ubergangswahrscheinlichkeit p (i, j) von
Zustand (Stufe) i nach Zustand j definiert durch

p(,j)=XPR=k).
k:
jik=j
Die zur Markovschen Ubergangsmatrix gehorende stationire Verteilung q (i), i =1, ..., I, erfiillt
1
10)= 3 a0)pG.)
und die Nebenbedingung :
> qQ@=1.
j=1
Sie ist die (in der Regel eindeutige) Startverteilung, mit der die Markov-Kette stationir wird. Die
stationire Verteilung ist der Grenzwert der n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten p™ (i, j):
a() = lim p,j).

Die Gleichung lautet, wenn S der jahrliche Gesamtschaden aus dem individuellen Vertrag ist,

I
E®)= T r@ad).

Diese Gieichung kann man nicht fiir alle Vertrige gleichzeitig erfiillen, da q(i) = q(i, 8) und
S = S () iiber die Verteilung von R vom einzelnen Vertrag abhéngt (dies wird durch den angefiig-
ten Risikoparameter @ ausgedriickt). Als Ausweg minimiert man den Ausdruck

1 2
J(E SO — Ex n(i)q(, 9)) v(0)do.

Hierbei ist v(0) die Dichte der Verteilung des Risikoparameters 8 im Bestand. Hierdurch wird
sichergestellt, daB das Aquivalenzprinzip fiir diec meisten Vertrige annihernd erfiillt wird.
Anmerkung: In der Praxis wird die stufenabhingige Bedarfsprimie nicht mit der stationiren
Verteilung, sondern durch Gruppenbildung ermittelt.



