Bericht zur Priifung im Oktober 1998
ilber Mathematik der Lebensversicherung (Spezialwissen)

Jiirgen Strobel (Koln), Klaus Allerdissen (Overath) und Hans-Jochen Bartels (Mannheim)

Am 17.10.1998 wurde in Bad Neuenahr die dritte Prifung iber Mathematik der Lebens-
versicherung (Spezialwissen) nach der neuen Priifungsordnung der DAV mit insgesamt 80 Teilneh-
merinnen und Teilnehmern durchgefithrt. Mit dem Bestehen dieser Klausur haben 66 Damen und
Herren den Priifungszyklus erfolgreich abgeschlossen und damit eine wesentliche Voraussetzung
erfiillt, um die Mitgliedschaft in der DAV erwerben zu kénnen.

Die Priifung bestand aus einer dreistiindigen Klausur, in der vier Aufgaben gestellt waren. Alle diese
Aufgaben waren zu bearbeiten. Um die Klausur zu bestehen, muBten mindestens 72 Punkte von 180
maoglichen Punkten erreicht werden.

Aufgabe 1 (40 Punkte)

Eine Folge roher Sterbewahrscheinlichkeiten in einem Altersbereich I soll mit der mechanischen
Ausgleichsmethode von Karup ausgeglichen werden.

Dazu betrachte man fiir xel zundchst die Punkte (x — 5, q,_5), (X, q,), (x + 5, g, 5) und (x + 10,
Gx+10)- Gesucht wird dann ein Polynom dritten Grades p,(z), das durch die Punkte (x, q,) und
(x + 5, q.+5) geht; die Steigung dieses Polynoms in (x, q,) stimme mit der Steigung der Geraden
durch (x — 5,q,-5) und (x + 5, q,.s) tiberein, die Steigung in (x + 5, q,. s) mit derjenigen der
Geraden durch (x, q,) und (x + 10, q,. ,,)- Fiir p, (z) wihle man den Ansatz

P:(2) =24+ 0,22, (z — x) + 0,042, (z — x)> + 0,008 2, (z — x)*.

a) Berechnen Sie zunichst die Koeffizienten ay, a,, a, und a, dieses Polynoms.

b) Die ausgeglichene Sterbewahrscheinlichkeit fiir ein Alter x wird anschlieBend durch Berechnung
des arithmetischen Mittels aus den Werten p, _, (x), 0 < k < 4, bestimmt. Erldutern Sie, warum
diese Mittelwertbildung sinnvoll ist.

Losung :

a) Steigung der Geraden in (x,q,): 0,1 - (Q,.5—q,_5)

Steigung von p,(2) in (x, q,):

p.(2)=02a, +2-0,04-a, (z—x)+3-0,008-a, - (z—x)?
=p,(x)=0.2a,

Also erhilt man:

2; =05 (Gess — Ge-s) M

Analog ergibt sich:

0,1-(qy+10~ 9y =0,2a, + 0,43, +0,6a,, @
und durch Einsetzen von (1) in (2):

042, +0,62;=0,1"(q4 10~ — Gyss5 + Ge—s)

bzw.
22, +383=0,5(qes 10— G — Gy 5 + Gx—5)- 3
Ferner gilt:
P(x+5)=q s=ap+2a; +a,+a, 4)
P (X) =q, =2, ®)
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Aus (4) erhilt man unter Beachtung von (5) und (1):

4, +33=0,+5s— 33,
=Qer5—9%—05¢.5+05-q,5
=0,5-9q45—q,+05-q,-5, also

2a,+2a;=Qq5—2G,+ Qs )

Durch Subtraktion (3)~(6) folgt:
23 =0,5(Qx+10 = 3Ge+s + 39, — Gx-5)
und letztendlich
) =Gqy+s 89— 2 — a3

= Qs =G = 0,5 (Qs 5 —9-5) = 0,5 (@410 = 39x+5 + 3G — de-s)

=05 (~qrs10+4Ges5—3Q,+2G,5)
Zusammenfassung:

p,(2) =2, + 0,22, (z—x) + 0,042, (z — x)* + 0,008a, (z — x)°

mit
29 =0q,
a;=0,5"(Ge+5 — Gx-5)
2;=05"(—Qys10+40+5 =50 +2q,-5)
a3 =0,5" (4410~ 3%+5+ 38 —qx-5)

b)

In p,_, (x) gehen die rohen Sterbewahrscheinlichkeiten q,_g, 9,4, q,+, und q, . ¢ €in,

In Py (X):Gy-g:Ge-35 Qgr20 Det7

in Py 20X 9y—75qx-2>%x+3: Ax+8

in Py (X): Gem65Qu-1r Qusas Gero

inp,(x) :q,
so daB bei der Mittelwertbildung die rohen Werte q,_q, -5, ---» Ay - - » Gx+ 8> Qx4 o DETUCkSIChtiIgt
werden. Damit ist eine gebrauchliche Anforderung an ein mechanisches Verfahren insbesondere

hinsichtlich der Glittung erfillt. Bei niherer Rechnung sicht man, daB die Koeffizienten sogar
symmetrisch sind; die ausgeglichene Sterbewahrscheinlichkeit g, berechnet sich zu

§,=1/625-(125q, +114q, 4, +87 Q32 +53G23 +21 Q44 + 0 Geus ~ 80546 — 927
— 60,45 ~2G549)-

Aufgabe 2 (25 Punkte)

a) Erldutern Sie kurz die handelsrechtliche und wirtschaftliche Zweckbestimmung der Riickstellung
fir Beitragsriickerstattung (RfB).

b) Unter welchen Voraussetzungen muB gemiB § 341 e HGB eine Riickstellung fiir Beitragsriicker-
stattung gebildet werden?

¢) Im Anhang zur Bilanz eines Lebensversicherers sind die beigefiigten Informationen enthalten.
Erldutern Sie allgemein, in welche Teile sich die RfB gliedert und quantifizieren Sie diese Teile
bei der vorliegenden Gesellschaft zum Stichtag 31. 12. 1997.

d) In §21 Abs. 2 KStG ist festgelegt, daB die RfB aufzul6sen ist, soweit sie einen festgelegten
Haochstbetrag tibersteigt. Geben Sie mindestens zwei Griinde dafiir an, daB eine Begrenzung der
RfB sachgerecht ist, und erldutern Sie insbesondere, warum sich eine Begrenzungsvorschrift in
einem Steuergesetz findet.
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Anlage zu Teil ¢)

Entwicklung der Riickstellung 1977 1996

DM DM

Stand zu Beginn des Geschiftsjahres 1183790798 1064627166
+ Umbuchung von verzinslich angesammelten

Gewinnanteilen 3043804 3009324

— Entnahme im Geschiftsjahr 393055393 357005524

+ Zuweisung aus dem UberschuB des Geschiftsjahres 539424135 473159832

Stand am Ende des Geschiftsjahres 133320334 1183790798

Davon sind festgelegt fiir

bereits deklarierte laufende Gewinnanteile 413299060 379154747
bereits deklarierte SchluBgewinnanteile 27300000 23300000
SchiuBgewinnanteilfonds 367521003 320379495

Die Rickstellung fiir erfolgsabhingige Beitragsriickerstattung ist fiir die Gewinnbeteiligung des
Versicherungsnehmer bestimmt. Die Entnahme umfaBt alle Gewinnanteile, die iiber die Direktgut-
schrift hinaus den Versicherungsnehmern in Hohe von 143293010 DM ausgezahlt, zur Laufzeitver-
kiirzung sowie als Summenzuwachs in Hohe von 24 622 525 DM gutgebracht oder zur verzinslichen
Ansammlung in Héhe von 225139859 DM gutgeschrieben wurden.

Der fiir die verzinsliche Ansammlung entnommene Betrag enthilt mit 48326051 DM auch die iiber
den Rechnungszins hinausgehenden Zinsen auf die angesammelten Gewinnanteile.

Losung

a) Die RfB ist ein Passivposten in der Bilanz eines Lebensversicherungsunternehmens (LVU) zum
Ausweis derjenigen Betrige, die als erfolgsabhingige Beitragsriickerstattung (UberschuBbeteili-
gung) an die Versicherungsnehmer in einer spiteren Periode bestimmt sind. Insoweit bildet die
RfB einen zeitlichen Puffer zwischen der UberschuBentstehung und -zuweisung. In wirtschaft-
licher Hinsicht besteht der Zweck der RfB im wesentlichen darin, Schwankungen des Rohiiber-
schusses auszugleichen und damit die Verstetigung der laufenden UberschuBbeteiligung zu
erleichtern; ferner werden die fiir die zeitanteilige Finanzierung der SchluBiberschuBanteile be-
notigten Betrige ausgewiesen.

b) Nach §341e Abs. 2 Nr. 2 HGB ist eine RfB zu bilden, wenn die ausschlieBliche Verwendung
dieser Ruckstellung fiir die Beitragsriickerstattung durch Gesetz, Satzung, geschiftsplanmaBige
Erkldrung oder vertragliche Vereinbarung gesichert ist.

c) Eine RfB gliedert sich in
1. die gebundene RfB .

— durch Vorausdeklaration festgelegte UberschuBanteile
— SchluBiiberschuBanteilfonds (sofern das LVU eine SchluBiberschuBbeteiligung gewihrt)
2. die ungebundene (freie) RfB.
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Beim votliegenden Unternehmen entnimmt man den Anhang folgende Betrige:

gebundene RfB: .
— bereits deklarierte UberschuBanteile 413299060
+ 27300000
- SchluBaberschuBanteilefonds 367521003
808120063
freie RfB: 1333203344
-- 808120063
525083281

d) Die Begrenzungsvorschriften, die sich faktisch nur auf die freie RfB beziehen, sind sachgerecht,
weil sie sicherstellen, daB nicht in einem unangemessenen AusmaB Mittel thesauriert werden, die
von ihrer Zweckbestimmung her fiir die Beitragsriickerstattung an die Versicherungsnehmer
bestimmt sind. Damit wird unter anderem
— eine zeitnahe UberschuBbeteiligung gewdhrleistet, der zeitliche Zusammenhang zwischen der
Entstehung und der Ausschiittung der Uberschiisse wird nicht zerstort;

- die Bildung einer eigenkapitaldhnlichen freien RfB bei gleichzeitiger steverfreier Zufiihrung
verhindert, mit der die tbliche Besteuerung einbehaltener Gewinne unterlaufen werden
konnte.

Aufgabe 3 (45 Punkte)

(i) Man erliutere die Vertragsmodalititen einer Europdischen bzw. einer Amerikanischen Call-
bzw. Put-Option auf eine Aktie.

(ii) Vereinfachte Aktienindex-gebundene Lebensversicherung fiir ein Jahr:

Eine einjahrige Versicherung sehe folgende Leistungs- bzw. Beitragszahlungsmodalititen vor:
Brutto-Einmalbeitrag B = DM 10000,~, es wird eine Mindestriickzahlung des Brutto-Einmalbei-
trags garantiert. Es wird eine Partizipation von 50% der Steigerung des DAX bezogen auf den
maBgeblichen Beitrag in Hohe von DM 9500,~ als UberschuBbeteiligung versprochen. Als Ablauf-
leistung wird also die Summe Max (10000, (;—%;—— 1)- 0,5 - 9500 + 10000 ) garantiert, dabei be-
zeichnet x (1) den Stand des DAX-Indexes nach Ablauf eines Jahres und x(0) den Stand des
DAX-Indexes bei AbschluB des Vertrages. Das Versicherungsunternechmen hat folgende Anlage-
mdglichkeiten zum Zeitpunkt des Vertragsabschlusses: Erzielbarer Jahreszins: 5%, der Stand des
DAX betrdgt 4750 Punkte und ein europiischer Call mit einjdhriger Laufzeit auf den DAX zum
Ausiibungspreis 4750 kostet DM 152. Wie kann man eine kongruente Deckung des Gewinnverspre-
chens darstellen?

Welcher Teilbetrag der Brutto-Primie bleibt dem Aktuar zur Deckung einer Todesfalleistung und
von Verwaltungskosten, wenn die kongruente Deckung des Gewinnversprechens mit dem erwihn-
ten Call in der Vermdgensanlage vorgenommen wird?

(Hinweis: Es wird vereinfachend angenommen, daB steuerliche Aspekte, z. B. die Kapitalertrags-
steuer, unberiicksichtigt bleiben!)

Losung:

(i) Ein Optionskontrakt ist ein spezielles Termingeschift, das dem Kéaufer des Kontraktes, d.h. dem
Inhaber der Option das Recht einrdumt,

~ eine bestimmte Menge von Aktien zu einem vorab festgelegten Preis (Ausiibungspreis)

— nur am Ende (Europdische Option) oder aber auch wihrend (Amerikanische Option) einer be-
stimmten Frist (Laufzeit der Option)

- zu kaufen (Call-Option) bzw. zu verkaufen (Put-Option).

Optionskontrakte werden unter anderem zur Absicherung von Vermdgensanlagen benétigt.
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(i) Das Leistungsversprechen der vereinfachten Aktienindex-bezogenen Versicherung bei Ablauf
kann folgendermaBen umgeformt werden:

1 1
Max{ 10000, §(—)—1 -0.5-9500 + 10000 ) = 10000 + 10000 - 0,475 - Max O,i-(—)—-l
x(0) x(0)
0,475
x(0) 10
1a8t sich also dann einhalten, wenn man den Betrag von

und betrdgt daher: 10000 + 10000 - -(x(1) —x(0))*. Das gegebene Leistungsversprechen

000
5 = 9523,81 zu 5% anlegt und

gleichzeitig eine Call-Option auf den DAX zum Ausiibungspreis von x (0) = 4750 kauft, das kostet
DM 152, so daB fiir die kongruente Geldanlage DM 9675,81 benétigt werden. Von dem Brutto-
beitrag in Hohe von DM 10000, verbleiben also DM 324,19 zur Deckung einer Todesfalleistung
und der Kosten.

Aufgabe 4 (70 Punkte)

Der Aktuar eines Lebensversicherungsunternehmens kalkuliert eine Berufsunféhigkeitsversiche-
rung, — bei der eine erhebliche Rente versichert werden soll — individuell. [Es wird unterstellt, daB
der Gleichbehandlungsgrundsatz nicht verletzt wird.]

e Der Versicherte ist ménnlich.

e Beruf: Wirtschaftspriifer

e Das Beitrittsalter betragt 30 Jahre.

o Die Versicherungs- und Primienzahlungsdauer soll 5 Jahre betragen, eine eventuell gezahite
Berufsunfihigkeitsrente endet ebenfalls im Alter 35.

Alle Zahlungen erfolgen jihrlich vorschiissig.

a) Zuniachst soll die Wahl der Rechnungsgrundlagen fiir die Aktivensterblichkeit erfolgen. Es
stehen 5 Tafeln zur Auswah! [alle Werte in %]
I. die Tafel DAV 1994T
II. eine Tafel mit unternehmenseigenen Todesfallgrundlagen (modifiziert)
II1. die Tafel DAV 1994 R
IV. zu I. die unmodifizierten Grundlagen
V. zu IIl. die unmodifizierten Grundlagen

Alter I II III Iv A%

30 1,48 1,03 0,62 1,12 1,06
31 1,48 1,05 0,66 1,17 1,12
32 1,49 1,07 0,72 1,23 1,22
33 1,55 1,09 0,79 1,30 1,33
34 1,64 1,15 0,84 1,37 1,40
35 1,75 1,23 0,88 1,47 1,46

Welche Grundlagen sollte der Aktuar wihlen? Falls die Auswahl von Voraussetzungen abhiangen
konnte, die nicht angegeben sind, beschreiben sie bitte diese fiir Sie ggfs. relevanten Voraus-
setzungen (Rahmenbedingungen) und geben an, welche Konsequenzen aus welchen Voraus-
setzungen folgen.

b) Fiir die Invalidisierungswahrscheinlichkeiten liegen an Werten i [in o] aus den aktuellen
Berufsunfahigkeitsgrundlagen der DAV vor

Alter i, [0l

30 2,28
31 2,28
32 2,28
33 2,28
34 2,28
35 2,30

Sind diese Grundlagen fiir die Kalkulation anzusetzen oder bestehen Alternativen? Weiche Zu-
satzinformationen werden hierfiir benétigt?
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) Als weitere Grundwerte liegen die Invalidensterblichkeit und die Reaktivierungswahrscheinlich-
keiten vor [alle Werte in %,].

Alter Invalidensterblichkeit

N=1 N=2 N=3 N=4 N=35 N=6
30 14,69 12,61 10,49 8,35 6,14 3,86
31 15,86 13,61 11,32 9,02 6,66 424
32 17,00 14,59 12,14 9,68 7,18 4,63
33 18,12 15,56 12,95 10,33 7,68 5,01

34 19,23 16,53 13,76 10,98 8,19 5,39
35 20,33 17,49 14,55 11,62 8,68 5,78

Die Spaltenwerte zu N bezeichnen die Ausscheidewahrscheinlichkeit eines x-jihrigen in der Selek-
tionsperiode N.

Alter Reaktivierungswahrscheinlichkeit

N=1 N=2 N=3 N=4 N=35 N=6
30 67,60 76,16 126,52 133,35 132,30 74,55
31 68,68 74,59 119,05 123,71 121,72 67,31
32 69,11 72,76 111,83 114,27 111,64 60,58
33 68,82 70,37 104,57 104,67 101,89 54,20
34 68,04 67,36 96,78 94,57 92,21 48,05
35 66,88 63,99 88,83 84,51 82,85 42,26

Im weiteren unterstellen wir:

die Wahl der Grundlagen II. (fiir die Aktivensterblichkeit);
0,8 - i, fir die Invalidisierung;

die iibrigen angegebenen Rechnungsgrundlagen;

einen Rechnungszins von 0%.

Bitte geben Sie unter diesen Bedingungen formel- und zahlenméBig an:

m den Barwert der Aktivitdtsrente im Alter 33

s den Barwert der Berufsunfihigkeitsrente im Alter 33 bei Invalidisierung im Alter 32
m den Anwartschaftsbarwert des Aktiven auf Invalidenrente im Alter 33.

Lisung
a)

(1) Das primére Entscheidungskriterium ist die Frage, ob die Versicherung Erlebensfall- oder
Todesfallcharakter hat. Die Frage ist fir die selbstindige Invalidititsversicherung gegen
jahrliche Primienzahlung (ohne Primienberechnung oder Abschitzung) nicht unmittelbar
zu beantworten, da die Sterblichkeit sowohl in den Leistungs- als auch in den Primienzah-
lungsbarwert eingeht.

(Anm.: die Versicherung hat Todesfallcharakter)
» Bei Erlebensfallcharakter ist III oder V zu wihien
m Bei Todesfallcharakter stehen I bis III zur Diskussion

(2) Grundsitzlich soll keine Tafel ohne Modifizierung gewahlt werden, wenn keine top-down
Kalkulation mit Ermittlung eines insgesamten Sicherheitsniveaus vorgenommen wird.
(I; I1; IIT)

(3) Bei Todesfallcharakter spricht insbesondere die Rahmenbedingung
w crheblicher Selektionseffekt bei n =5 (unter diesen Bedingungen ist eine medizinische

und eine Bedarfspriifung vorauszusetzen) dafiir, daB II nicht unangemessen ist.
Bei Erlebensfallcharakter
a zeigt der Vergleich von Vund II, daB die Wahl von III erforderlich bleibt
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(4) Pragmatische Griinde:

m Die Wahl der Aktivensterblichkeit ist von untergeordneter Bedeutung, insoweit kann
pragmatischen Griinden der Verwaltbarkeit durchaus Rechnung getragen werden.
= Bei Todesfall bedeutet dies, daB bei allgemeiner Kalkulation der Gesellschaft mit IT hier

keine Ausnahme gemacht werden muB.

m Bei Erlebensfallcharakter ist der Ansatz von II (ndherungsweise entsprechen die Werte
ja V) vertretbar. Bei I sollte man zumindest eine Proberechnung durchfiihren.

s Bei der Fallkonstruktion ist es nicht abwegig, dal der Wettbewerbsfaktor zu beachten
ist. Die Wahl von II bei Todesfallcharakter wurde bereits diskutiert. (Die Wahl von I
bei Erlebensfalicharakter, wenn das Kollektiv allgemein mit II kalkuliert ist, ist aller-
dings willkiirlich und fehlerhaft.)

b)

s Das Risko ,,Wirtschaftspriifer stelit bzgl. der Berufsgruppe ein gutes Risiko dar. Es
bietet sich an, die statistische Herleitung der Tafel daraufhin zu iberpriifen, ob Spezfika-
tionen fiir diese Berufsgruppe méglich sind.

» Die ungewdhnlich kurze Versicherungsdauer bringt einen starken Selektionseffekt fiir die
Versicherung. Dies kann als Sicherheit in die Uberpriifung einbezogen werden (weiterhin
normale individuelle Verhiltnisse vorausgesetzt).

s Kann — was wahrscheinlich ist — das Unternehmen eine solche Deckung innerhalb des
eigenen Portefeuilles nicht zeichnen, ist die Einbettung in ein Riickversicherungskollektiv
ggfs. erforderlich.

¢) Mit den iiblichen Bezeichnungen, gilt
Aktivitdtsrente:
Bormer =loem (1 = QG em — i +m)
1 n—1 "
(.:H—m ugm Dxﬂr

aa —
a(x) +m.a—mj

Mit den Vorgaben (kein Zins), folgt

a¥,=1+(1-0,00109~-0,8- 0,00228) = 1,997086
(Bei multiplikativen Ansatz: 1,997088)
Invalidenrentenbarwert x = 33; z = 32

1:z}+m+l = liz)+m (1- qzz)‘#m —Igyem)
. 1 ol
a;XH-m.n——EI =N~ Z D;z)ﬂ.
{z)+m H#=m
Mit den Vorgaben, folgt:
. Ii
alyy g =1+2222 =1 + (1 - 0,01556 — 0,07037) = 1,91407
1(32)+ 1
Anwartschaftsbarwert im Alter 33 auf Invalidenrente (Glieder in [..] diirfen entfallen]
. 1 n-l . qi
A +ma=m = & Dwsu - lwu’ [(1 _(—2)2>j|

(x)+m #=m

. . 1
: 0,5 ° (a}x)-f-u.n-m + a:x)-f-u'* 1,n-m-—1 [_ E:l)

ai ai
ai — D33 + D34
2332 = D=
33
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. I
ahy, =1+ i‘Pﬂ =1+ (1 —0,01812 — 0,06882) = 1,91306
(33)

1 _1..0 _
a3, =1;235=0

0,00109
2

a¥,, =0,8-0,00228 - (l ) -0,5 - 2,91306

0,00115
2

& 0.997086 - 0,8 - 0,00228 <1 - ) - 0,5 - (1 — 0) = 0,002655 + 0,009088 = 3,5638 - 103

(hierbei wurde taggenaue Abrechnung vorausgesetzt. Die Korrektur mit 1/12 ist sicher realisti-
scher)
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