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(ii) [2 Punkte] Sind X, Y unabhangig?

X> 0 1
pe[-1,1]. Sei Y;:=exp(X;) und p(Y1, Y2) die Korrelation von Y1, Y>.

(c) [16 Punkte] Sei (Xl) ~N ((O) , (; p)) zweidimensional normalverteilt mit

(i) [2 Punkte] Welches ist die Copula von (Y1, Y2)T? Begriinden Sie lhre Ant-
wort.

(ii) [4 Punkte] Begrunden Sie, dass Y; ~ LN(0,1) und Y1Y> ~ LN(O, 2 + 2p)
gilt.
(iii) [6 Punkte] Beweisen Sie, dass
el -1

p(Y1, Y2) =
e—1

gilt.
et
(iv) [2 Punkte] Sei f : [-1,1] — R, f(t) = -
Ungleichungen (vgl. Abbildung, ein Beweis ist nicht notwendig):

. Es gelten die folgenden

1.0

f(t)<t te(O0,1)und (1.1)

0.5
\

f(t) = —2, te[-1,1]. (1.2)

-0.5

-1.0

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

X

Verwenden Sie (iii), (1.1) und (1.2) um die folgenden Ungleichungen zu
beweisen:

(Y1, Y2)<p falls p € (0, 1), (1.3)

1
—ESp(Yl,Yz) furallepe[-1,1]. (1.4)

(v) [2 Punkte] Gibt es Zufallsvariablen Z1, Z> mit Z1, Z> ~ LN(0, 1), (In(Z1), In(Z>2))
bivariat normalverteilt und p(Z1, Z2) = —0, 57 Begruinden Sie Ihre Antwort.
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Losung

(a) [8 Punkte] Eine Begriundung war nicht erforderlich. Dennoch wird sie hier ge-
beben, damit die Antworten nachvollzogen werden kdnnen.

(A) Wahr.
Jede Copula ist die gemeinsame Verteilung zweier Zufallsvariablen mit auf
[0, 1] gleichverteilten Komponenten.

(B) Wahr.
Nur linear affine Transformationen verandern die Pearson-Korrelation nicht.

(C) Falsch.
Die Range andern sich bei einer Transformation mit einer streng monoton
wachsenden Funktion nicht, also auch nicht der Rangkorrelationskoeffizi-
ent, da dieser nur die Range betrachtet.

(D) Falsch.
Es liegt wohl eine positive untere Tailabhangigkeit vor, auBerdem ist die
Punktwolke unsymmetrisch. Bei der Gaul3-Copula liegt Symmetrie vor, die
Tailabhangigkeiten verschwinden.

(b) [6 Punkte]
(i) [4 Punkte] Mit dem Satz von Sklar gilt
P(X <x,Y <y)=C(Fx(x), Fy(y)) = C(P(X < x), P(Y <y)).
In diesem konkreten Fall gilt
P(X<1)=P(In(X) <In(1))=%(0)=0,5
P(Y<in(2))=1-e"@=0,5

J7

11
P(X§1,Y§In(2))=C(§,§) :(4+4—1)_%:7z0,38.

(i) [2 Punkte] X, Y sind nicht unabhangig, da

J5

#

N

P(X <1)P(Y <In(2)) =

(c) [16 Punkte]

(i) [2 Punkte] Die Copula von (X1, X2)" ist die GauR-Copula Cga. Da In streng
monoton wachst, andert sich die Copula nicht, also ist die Copula von
(Y1,Y2)T ebenfalls Cga.
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(ii) [4 Punkte] Wegen In(Y;) = X; ~ N(0, 1) qilt Y; ~ LN (0, 1) nach Definition.
Ferner gilt

In(Y1Y2) = X1+ Xo.

Die Zufallsvariable X; + X ist als Linearkombination der Komponenten
normalverteilt, wegen der Eigenschaften der mehrdimensionalen Normal-
verteilung. Damit ist Y;1Y> lognormal-verteilt. Die Parameter ergeben sich
aus

Var(Y1+Y2)=Var(Y1)+2Cov(Y1, Y2)+ Var(Y2)=2+2p.
E(Y1+Y2)=E(Y1)+E(Y2)=0.

(iii) [6 Punkte] Wegen Y1Y2 ~ LN(0,2+42p), Yi~ LN(O, 1) gilt mit den Formeln
fur Erwartungswert und Varianz der Lognormalverteilung
E(YlYZ) — e0+(2+2p)/2 — el+p
Cov(Y1,Ys) = E(Y1Y5) — E(Y1)E(Y;) = e}*P —e3+7 = el*P _ e = e(e” — 1)
Var(Y;) = e>0*! (e12 — 1) =e(e-1)
e(eP-1) efP-1
e(e-1) e-1"

p(Y1, Y2) =

(iv) [2 Punkte] Es qgilt
p(Y1, Y2) =f(p)

und die Behauptungen folgen direkt aus den beiden Ungleichungen (1.1)
und (1.2).

(v) [2 Punkte] Angenommen, es gibt solche Z;,Z>. Wegen (1.4) gilt dann
1
p(Z1,22) =2 —— =~ -0, 37 im Widerspruch zu p(Z1,Z2) = —0.5.
e

Nachrichtlich: Beweis von (1.1) und (1.2):

Mit der ersten und zweiten Ableitung gilt fur alle t e [-1, 1]

et

ft)=——7>0
t

>0

=

e—1
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also ist f monoton wachsend und strikt konvex. Wegen f(0) = 0, f(1) = 1 liegt f
im Intervall (0, 1) unter Identitat, da diese die Verbindungsgerade der Punkte (0, 0)
und (1, 1) ist. Wegen der strengen Monotonie folgt fur alle te [-1, 1]

. 1_e—1—1_ l-e 1
f)=f(-1)= el1 “ee—D e
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Aufgabe 3. [36 Punkte] Induktive Statistik

Hinweis: bei allen Ergebnissen gentigen 2 Nachkommastellen, als Dezimaltrennzei-
chen wird der Punkt verwendet.

Zur Untersuchung des Einflusses verschiedener Merkmale auf die Wahrscheinlich-
keit fir Storno von Versicherungspolicen wurden Daten gesammelt. Die Zielvariable
gibt an, ob die entsprechende Police i, i=1,..., n storniert wurde (Y; = 1) oder nicht
(Y;=0).

Ein Modell untersucht die Merkmale Alter der versicherten Person und Zahlungs-
art der Pramie (4 Kategorien: jahrlich, monatlich, halbjahrlich, quartals-
weise) hinsichtlich ihres Einflusses auf die Wahrscheinlichkeit fur Storno. Ein geeig-
netes Regressionsmodell liefert folgende Ausgabe:

Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z])
(Intercept) -0.915764 0.081819 -11.193 < 2e-16 *xx*x
Alter -0.020167 0.001782 -11.317 < 2e-16 *xx
Zahlungsartmonatlich -0.378323 0.073704 -5.133 2.85e-07 *x*x
Zahlungsarthalbjahrlich -0.141249 ? -2.345 0.019 *

Zahlungsartquartalsweise -0.399378 0.049958 -7.994 1.30e-15 xxx

Signif. codes: 0 ‘xxx’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘x’' 0.05 “.” 0.1 * "1
(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 17653 on 23059 degrees of freedom
Residual deviance: 17478 on 23055 degrees of freedom
AIC: 17488

(a) [2 Punkte] Welche Verteilung wahlen Sie fur die Zielvariable Y? (kurze Begrun-
dung).

(b) [2 Punkte] Die Anzahl der Policen im Regressionsmodell sei n. Wie groB ist n in
obigem Modell? (kurze Begrindung).

(c) [4 Punkte] Die Ausgabe zeigt die Punktschatzungen eines logistischen Regres-
sionsmodells. Geben Sie die entsprechende Link- und Responsefunktion an.
Stellen Sie die Likelihood als Funktion der Erwartungswerte u; = P(Y; = 1) der
Zufallsvariablen Y;, i=1,...,n, dar.

(d) [1 Punkt] FUr das Merkmal Zahlungsart wurde die Dummykodierung mit jahrlich
als Referenzkategorie verwendet. Welcher Regressionskoeffizient ergibt sich
fur die Kategorie jahrlich damit?
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(e) [2 Punkte] Berechnen Sie den geschatzten Standardfehler fur die Kategorie
halbjahrlich des Merkmals Zahlungsart.

(f) [7 Punkte] Geben Sie das Modell zur obigen Ausgabe an. Geben Sie den ko-
dierten Vektor der Kovariablen fur einen 50-jahrigen Versicherungsnehmer mit
quartalsweiser Zahlungsart an.

(g) [3 Punkte] Interpretieren Sie den geschatzten Koeffizienten flur das Merkmal
Alter, welches in Jahren gemessen ist (Hinweis: es genlugt eine Interpretati-
on).

(h) [3 Punkte] Interpretieren Sie die geschatzten Koeffizienten fur das Merkmal
Zahlungsart. Verwenden Sie Odds Ratios fur den Vergleich mit der Referenz-
kategorie.

(i) [3 Punkte] Welche Storno-Wahrscheinlichkeit schatzt man fur einen 25-jahrigen
Versicherungsnehmer mit halbjahrlicher Zahlungsart?

(j) [2 Punkte] Das Alter ist als metrisches Merkmal linear in das Modell aufge-
nommen worden. Nennen Sie zwei weitere Mdglichkeiten fur die Aufnahme
des Alters in das Modell.

(k) [2 Punkte] Das Alter wird jetzt kategorisiert. Das Modell mit kategorisiertem
Alter und Zahlungsart liefert ein Akaike Informationskriterium (AIC) von 17503.
Beurteilen Sie, welches der beiden Modelle Sie bevorzugen (das obige Modell
oder das Modell mit kategorisiertem Alter).

(I) [5 Punkte] In obigem Modell soll mittels eines statistischen Tests uUberpruft
werden, ob die Variable Zahlungsart einen signifikanten Einfluss auf die Wahr-
scheinlichkeit einer Stornierung hat. Welchen Test wenden Sie an? Wie lauten
die Hypothesen Hp und H1? Die Ausgabe des Tests liefert:

LR Chiquadrat Freiheitsgrade p-Wert
Zahlungsart 77 .416 3 < 2.2e-16 *x*x

Erldutern Sie (kurz) alle Felder der Ausgabe (die Wahrscheinlichkeit fGr den
Fehler 1.Art soll a = 0.05 betragen). Wie lautet die Testentscheidung?
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Losung Aufgabe 3

(a)
(b)

(c)

(9)

Bernoulli-Verteilung, da die Zielvariable binar ist.

n = 23060. Begrundung: Null deviance bzw. Residual deviance sind auf
Basis des Modells nur mit Intercept (1 Parameter) bzw. des angegebenen Mo-
dells (hier: 5 Parameter incl. Intercept) berechnet. n errechnet sich als ange-
gebene Freiheitsgrade (degress of freedom) plus Anzahl der Freiheitsgrade.

Linkfunktion ist der logit-Link
Mi
log| —— |=x7g8,
? (1_111') P
die Responsefunktion ist die Umkehrfunktion
b= exp(x/B)
T l+exp(xB)

Die Likelihood lautet
23060

L= [] w'@a-pt

=1

Die Kategorie jahrlich ist die Referenzkategorie, daher wird diese Kategorie
so kodiert, dass alle Dummyvariablen des Merkmals Zahlungsart Null sind.
Das l3asst sich auch so interpretieren, dass fur die Kategorie jahrlich der ent-
sprechende Koeffizient 0 ist.

Es gilt: Z-Wert = Schatzung/Standardfehler und damit Standardfehler = Schatzung/Z-
Wert und damit se =—0.141249/—2.345 =0.06

log (%) = o+ Bi1Alter + B2Zahlungsart monatlich
—H

+B3Zahlungsart halbjahrlich + B4Zahlungsart quartalsweise
Kodierter Vektor: x =(1,50,0,0, 1)

Odds Ratio, Alterskoeffizient ist negativ, d.h. erhoht sich Alter um 1 Jahr, ver-
ringert sich der Odds fur Storno,

_H

1—u’
um den Faktor exp(—0.020167) = 0.98 (2%). Andere Interpretationen (z.B.
additive Veranderung des log Odds um —0.020167) sind ebenfalls moglich.
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(h) Beispiel Zahlungsart quartalsweise, Referenz ist Zahlungsart jahrlich:
Odds fur Storno verringert sich bei quartalsweiser Zahlung im Vergleich zu jahr-
licher Zahlung um den Faktor exp(—0.399378) = 0.67 (33%). Analog ebenfalls
Verringerung des Odds bei monatlicher und halbjahrlicher Zahlungsweise im
Vergleich zu jahrlicher Zahlungsweise. Andere Interpretationen (z.B. additive
Veranderung des log Odds, jeweils im Vergleich zur Referenzkategorie) sind
ebenfalls moglich.

(i) Der lineare Pradiktor ist
—0.915764—0.020167-25—0.141249=—-1.561188

Damit: P(Y =1) = exp(—1.561188)/(1 + exp(—1.561188)) =0.17.

(j) Z.B. logarithmisch (log(Alter)); quadratisch, also Alter und Alter?; kubisch, also
Alter, Alter? und Alter3, oder additive Modelle (GAMs) bei denen die funktionale
Form aus den Daten geschatzt wird.

(k) Beim AIC gilt: ,Kleiner ist besser”. Da 17488 < 17503, wird das ursprungliche
Modell mit metrischem Alter (linear im Modell) bevorzugt.

(I) Test: Likelihood-Quotienten-Test. Mit den Bezeichnungen der Koeffizienten wie
in Teilaufgabe (f), lauten die Hypothesen: Hy : B2 = B3 = B4 = 0 versus H; :
mindestens einer dieser 3 Koeffizienten ist ungleich 0.

Ausgabe: Die x2-Teststatistik hat den Wert 77.416, bei 3 Freiheitsgraden, da
die Zahl der Parameter von Zahlungsart gerade 3 betragt und damit den
Unterschied in der Anzahl der Parameter des Modells mit Zahlungsart (H;)
im Vergleich zum Modell ohne Zahlungsart (Hg) angibt. Der Test liefert zum
Niveau a = 0.05 ein signifikantes Ergebnis (da der p-Wert kleiner als a ist),
d.h. Hg wird verworfen und somit ist die Zahlungsart eine wichtige Variable
zur Erklarung der Wahrscheinlichkeit fir Storno.
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Aufgabe 4. [24 Punkte] Zeitreihenanalyse

(a) [3 Punkte] Nennen Sie drei Ziele der Zeitreihenanalyse.

(b) [6 Punkte] Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind.
Fur jede richtige Antwort gibt es zwei Punkte, fur jede falsche Antwort gibt es

0 Punkte.

A Die Autokorrelationsfunktion p(t,t+1(),(=0, 1, ... eines AR(p) Prozesses
ist stets monoton fallend, d.h. p(t, t+ (1) = p(t, t + [3) fUr (1 < L5.

B ARMA Modelle werden verwendet um die bedingte Varianz zu modellieren,
wohingegen ARCH Modelle geeignet sind den bedingten Erwartungswert

zu modellieren.

C Bei Annahme einer starren Saisonfigur ist die Summe der Saison-

komponenten Null.

(c) [3 Punkte] Die folgende Grafik enthalt die monatlichen Verkaufszahlen fur Rot-
wein in Australien (Januar 1980 - Oktober 1991). Charakterisieren Sie den Ver-

lauf der Zeitreihe!

1000 1500 2000 2500 3000
L 1

500
I

100

T T

120 140

(d) [4 Punkte] Warum ist es nicht sinnvoll die Autokorrelationsfunktion bzw. die
partielle Autokorrelationsfunktion fur die originale Zeitreihe zu berechnen?
Welche Transformationen bzw. Bereinigungen schlagen Sie vor?

(e) [6 Punkte] FUr die bereinigte Zeitreihe wurde die partielle Autokorrelations-
funktion, ein QQ Plot bzw. die Residuen berechnet und visualisiert. Interpretie-

ren Sie die Grafiken.
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(f) [2 Punkte] Sie sollen fur die bereinigte Zeitreihe ein Modell schatzen. Machen
Sie einen Vorschlag!
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Losung
(a) [3 Punkte]

(i) Beschreibung der Zeitreihe grafisch und mit einfachen statistischen Ver-
fahren, z.B. Hervorheben von Trends durch Glattung mittels linearer KQ-Schatzung,
gleitender Durchschnitte oder lokal gewichteter Regression (LOESS).

(ii) Modellierung der Zeitreihe durch (meist stationare) stochastische Prozes-
se.

(iii) Prognose zukunftiger Werte, sowie Quantifizierung deren Unsicherheit durch
Prognoseintervalle.

(b) [6 Punkte]

A falsch
B falsch
C richtig

(c) [3 Punkte] Die Zeitreihe weist einen linearen Trend auf. Eine saisonale Kompo-
nente ist klar erkennbar. Die Varianz wachst Uber die Zeit.

(d) [4 Punkte] Die Zeitreihe ist nicht stationar, die Werte beider Funktionen wer-
den sehr hoch sein. Es empfiehlt sich die Daten zu bereinigen um den Trend
bzw. sie saisonale Komponente. Dies kann man entweder Uber ein Regressi-
onsmodell machen oder Uber gleitende Durchschnitte.

(e) [6 Punkte] Interpretation der Grafiken

(i) Die partielle Autokorrelationsfunktion weist bis (ca.) lag = 2 Werte auf, die
gegen Unkorreliertheit sprechen.

(ii) Die Residuen sind symmetrisch um die Nulllinie verteilt ohne erkennbare
Muster

(iii) Der QQ-Plot weist keine Abweichungen von Normalverteilung auf

(f) [2 Punkte] Aufgrund der Werte der (partiellen) Autokorrelationsfunktion emp-
fiehlt sich ein AR(2) Modell fur die transformierte Zeitreihe.
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Aufgabe 5. [Credibility-Theorie, 30 Punkte]

(a) [6 Punkte] Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind,
und geben Sie im Fall falscher Aussagen eine kurze Begrindung.

) Bei einem Bayes’schen Credibility-Modell wird die a-priori-Verteilung
des Strukturparameters mit Hilfe von n Beobachtungen des Struktur-
parameters in die a-posteriori-Verteilung Uberfuhrt.

(i) Von konjugierten Verteilungen spricht man, wenn die a-posteriori-
Verteilung des Strukturparameters zur selben Verteilungsklasse wie
die a-priori-Verteilung gehort.

(iii)  Das Buhlmann-Straub-Modell kann man anwenden, ohne eine kon-
krete a-priori-Verteilung flir den Strukturparameter zu spezifizieren.

Schreiben Sie Ihre Antworten auf die Lésungsblétter, die Sie abgeben. Flr
jede richtige Antwort gibt es zwei Punkte, flr jede falsche Antwort 0 Punkte.

(b) [24 Punkte] In einem Bayes’schen Credibility-Modell sei die Schadenhthe X
Pareto-verteilt mit Dichte

fxjo=0(x) = 9x~ D) = Yx~1 - exp(—9I - Inx)
fir x > 1. Dabei ist 9 die Realisierung eines Strukturparameters ©® mit Dichte
fo(® =12 —1)97°

fur 9 > 1. Folgende flunf Beobachtungen der Schadenhdhe liegen vor:

Berechnen Sie den Wert der zugehoérigen (allgemeinen) Credibility-Pramie.
Gehen Sie dazu in folgenden Teilschritten vor:

(i) [5 Punkte] Berechnen Sie H(¥) = E(X|® =9), den Erwartungswert
der Schadenhdhe bei gegebenem Strukturparameter 0 = 9.

(i) [6 Punkte] Rechnen Sie nach, dass die gemeinsame Dichte der Scha-
den und des Strukturparameters durch

f@,xq, .., x5) = W —1)-exp(—9-a)

exp(a)
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gegeben ist, wobei hier und im Folgenden a: = Zlelnxi ist.

(iii) [6 Punkte] Ermitteln Sie die a-posteriori Dichte fg|x,=x,,..x;=x,(¥) des
Strukturparameters 0.

. . ©o 1 .. . .
(Hinweis: fl ¥ —1)-exp(—=9-a)d9 = prppe— fir a > 0, Beweis nicht

erforderlich)

(iv) [7 Punkte] Berechnen Sie den Wert der (allgemeinen) Credibility-Pra-
mie H* fUr die gegebenen Schadenbeobachtungen.

(Hinweis: | 10019 ~exp(—9-a)dd = azl;a() fur a > 0, Beweis nicht erfor-
derlich. Falls Sie (i) bzw. (iii) nicht gelést haben, kénnen Sie H(9) =

exp(a
9
55 Und fox,=x,,..xs=x5(0) = a? exp(a) - (9 — 1) exp(—9 - a) ansetzen)
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Lésung:
(a)
(i) falsch: ... mit Hilfe von n Schadenbeobachtungen ...
(if)  richtig
(iii)  richtig
(b)
(i) Der Erwartungswert der Schadenhdhe bei gegebenem Strukturparameter ist
0o o x—19+1 © 9
= =v) = . = dx=| 9xVdx =19 = —
H(9) = E(X10 = 9) = | x fya-o() dx = | 9x~"d [_19 . 1]1 L
(i)  Fur die gemeinsame Dichte der Schaden und des Strukturparameters gilt
5
FO,x1,25) = fo(®)-| | fromo)
l:
5 -1 5
=12-(®—1)975-9° (1_[ xi) exp (—19 - Z lnxi)
i=1 i=1
12 5
= — -(ﬁ—l)-exp(—ﬁ-z lnxi>
i=1Xi i=1
12
o @D e
wobei a: = ¥?_, Inx; gesetzt wird.
(iii)  Mit dem Hinweis der Aufgabe ist

[ee]

® 5 12
| 7o) [ ] freaGodo = [ 2o 0= 1) -exp(-0-0) ao
12 112
~exp(a) a?exp(a) a?exp(2a)’

so dass
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fo(@®) * TTi=1 frjo=0 (%))
I fo(8) Ty fxje=3 (i) dP
_a’exp(2a) 12
B 12 exp(a)
=a?exp(a)- (¥ — 1) exp(—9-a).

f@|X1=x1,...,X5=x5( ) =

(9 —1)-exp(—9-a)

(iv) Die Credibility-Pramie berechnet man unter Nutzung des Hinweises gemafB

B = f HO) fop,or.xemxs (8) d9
1

= f:oﬁlil-az exp(a) (¥ — 1) exp(—9 - a) d9

1+a

o . _ . _ 2 —_—
= a® exp(a) L 9 - exp(—9 - a) d9 = a? exp(a) 22 exp(Q)

=1+4a.

Flr die gegebenen Schadenbeobachtungen ist a = i5=1lnxi =7,3132, also
H*=1+7,3132 =8,3132.

Nachrichtlich: Beweis der Hilfsformeln:

oo

fm(ﬁ —1)-exp(—9-a)dd = f z exp(—(z+1)-a)dz
1 i r(2) 1

" a?exp(a)

= exp(— a)f z-exp(—z-a)dz = exp(—a)

und

[ee)

foot‘) cexp(—9-a)dd = fw(ﬁ — 1) exp(—9-a)dI + f exp(—9 - a)dd

1

1
= Zexp(a) —eXp( a)

=— [—exp( -9 a)]

a? exp(a)
1 N 1 _ 1+4a
a?exp(a) aexp(a) a?exp(a)’

Seite 23 von 28


tk
Textfeld
19. Juni 2020


DAV Klausur Grundwissen
Ax DEUTSCHE Angewandte Stochastik

AKTUARVEREINIGUNG e.V. am19. Juni 2020

Aufgabe 6. [Monte Carlo Methoden] [30 Punkte]

(a) [5 Punkte] Die Zufallsvariable X habe die Verteilungsfunktion

eX

F(x) =

lior (x € R).

Geben Sie einen Algorithmus zur Simulation von X an.

(b) [8 Punkte] Fur eine bivariate Copula C sei der folgende Simulationsalgorithmus

gegeben:

(1) Erzeuge zwei unabhangige auf [0, 1] gleichverteilte Zufallszahlen u und
w.

(2) Setze v = — YW

T 1-(1-uw) YW’
(3) Gib den Vektor (u, v)T aus.

Sei X = (X1, X2)T ein bivariater Zufallsvektor mit Cx = C und X1 ~ £(3) sowie
X2 ~U(—5,—2). Geben Sie fur dieses explizite X den Simulationsalgorithmus
an. Berechnen Sie damit unter Verwendung der beiden unabhangigen #(0, 1)-
Zufallszahlen

u=0,8873 und w=0,3002

einen simulierten Vektor aus der Verteilung Fy.

(c) [3 Punkte] Erzeugen Sie auf Basis der beiden unabhangigen standardnormal-
verteilten Zufallszahlen wi = 0,457 und w» = 0, 327 eine Simulation (z1, z2)"
einer bivariaten Standardnormalverteilung mit Korrelation p = -0, 7.

(d) [8 Punkte] Im folgenden Modell wird der Aktienkurs St durch zwei abhangige
stochastische Differentialgleichungen beschrieben:

d5t=u‘5tdt+ \/Vt'stde.l)
dve=k-[0—Vvi]dt+ 0/ Ve dWP

Dabei ist (ng), Wgz))T eine bivariate Normalverteilung. Es seien folgende Pa-
rameter gegeben:

u=0,01, k=3, 6=0,1, 0=0,001, pW®,Ww?)=-0,7
sowie Sop =8.000 und vo =0, 07.

(i) Simulieren Sie die Werte S; und v; auf Basis der Zufallszahlen (z1, z2)T
aus Teil (c). Wie heil3t die von Ihnen verwendete Simulationstechnik? (Wenn
Sie (c) nicht bearbeitet haben, verwenden Sie z; = 0,457 und z; =—0, 086.)
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(ii) Simulieren Sie den Wert S> auf Basis von Teil (i). Verwenden Sie dazu die
weitere standardnormalverteilte Zufallszahl z3 = 0, 188.

(e) [6 Punkte] Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind.
Schreiben Sie Ihre Antworten auf die Losungsblatter, die sie abgeben. Fur jede
richtige Antwort gibt es 1,5 Punkte, fur jede falsche Antwort O Punkte.

(i) Ist F die Verteilungsfunktion einer lognormalverteilten Zufallsvariablen und
U~ (0, 1), dann gilt P(F~L(U) < t) = F(t).

(ii) Es wurden 1.000 Zufallspaare aus einer bivariaten Verteilung mit normal-
verteilten Randern erzeugt und geplottet. In der linken Abbildung wurde
eine Clayton-Copula verwendet, in der rechten eine Gumbel-Copula.

(iii) Sind usy, ..., up Simulationen aus der Verteilung /(0, 1), dann sind 1-2ujy, ..., 1—
2up Simulationen aus der Verteilung ¢/(—1, 0).

(iv) Verdoppelt man die Anzahl der Simulationen zur Schatzung einer stochas-
tischen KenngrdéfBe, dann halbiert sich die Lange des zugehdrigen Konfi-
denzintervalls.
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Losung

(a) Hier kann die Inversionsmethode verwendet werden:

u
=u x=|n( )
1—u

eX
1+ e

Der Algorithmus lautet:
(1) Erzeuge eine unabhangige auf [0, 1] gleichverteilte Zufallszahl u.
(2) Gib x :=In (%) aus.

(b) Nach dem Satz von Sklar gilt: Sind univariate Verteilungen F;, i=1,...,d, und
eine Copula C gegeben, dann ist das Folgende ein Algorithmus zur Simulation
der Verteilung C(F1(x1), ..., Fa(Xq)):

(1) Erzeuge einen Vektor (ui, ..., ug)" aus der Verteilung C.

(2) Gib den Vektor
(FO(u1), ..o, o (ua))T

aus.
Laut Aufgabenstellung ist

Fo(ui)=—3-In(u1),  F5(uz)=3uz—5.
Also lautet der gewunschte Algorithmus

(1) Erzeuge zwei unabhangige auf [0, 1] gleichverteilte Zufallszahlen u und
w.

. u-vyw
(2) Setze v := T/

(3) Gib (x, y)T aus mit
x:—%ln(u), y=3v-—5.

Setzt man die vorgegebenen Werte fur u und w ein, erhalt man v =0,5182
und damit x =0,0399 und y = —3, 4455.

(c) Man erhalt aus zwei unabhangigen standardnormalverteilten Zufallszahlen z;,
z, solche mit Korrelation p durch

Z1:=wy, Z2:=p-wi+41—p%-ws.

Mit den gegebenen Werten erhalt man z; = 0,457 und z; =—0, 086.
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(d) Wir verwenden das Euler-Verfahren. Die diskretisierten Versionen der SDGL
lauten

SAt+At=.§t+[..l'§t'At+ vV Vt'ét' VAt-z1
Vt+At=K'[9_\7t] At+0- 4 Vt' VAt 2z,
wobei z1, z; standardnormalverteilte Zufallszahlen mit Korrelation p(ng), W%Z))

sind.

(i) Far t =0 und At =1 ergibt sich

.§1 .§o+u'§0+\/\70-.§0~21
\71=K'[9—\70]+0-\/\A/0'22.

Setzt man die angegebenen Parameter und die Werte aus (c) ein (mit
S0 =So und Vg = vop), erhélt man $; =9.542 und V1 =0, 16.

(ii) Analog erhdlt manfart=1
.§2 =.§1 +[.l'.§1 + 4/ \71 '.§1 -z3 =10.355.

Es soll noch angemerkt werden, dass die Diskretisierung durchaus auch zu ne-
gativen Werten fur S¢ fihren kann.

Alternative Losung: Da der Prozess flir S; bei konstanter Volatilitat 4v eine
explizite Losung der Form

Stsar =St exp((u—3v)-At+ vv- VAt-Z)
mit Z ~ N(0, 1) hat, ist auch Folgendes eine geeignete Simulationsmethode:
(i) Firt =0 und At =1 bilde

§1 =§o-exp((u—%\70)-At+ vV Vo-VAt-Zl)=8.805
\71=K-[6—\70]+U-\/\70~Zz=0,16.

(ii) Analog erhdlt manfart=1

.§2 =.§1 . exp((u— %\71) At + 4/ V7 - VAt-Z3) =8.851.

(e) Losungen mit kurzer Begrindung:

(i) Richtig, das ist die Grundlage der Inversionsmethode. Da F stetig und
streng monoton wachsend ist, gilt F~ = F~1,
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(ii) Falsch. Da eine Clayton-Copula nur eine untere Tailabhangigkeit besitzt,
eine Gumbel-Copula aber nur eine obere, erwartet man fur das Modell mit
Gumbel-Copula mehr Punkte in der rechten oberen Ecke und fur das mit
der Clayton-Copula mehr in der linken unteren Ecke.

(iii) Falsch, das sind 1/(—1, 1)-Zufallszahlen.

(iv) Falsch, es wird um den Faktor 1/+/2 kleiner.
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