
DAV 29. Juli 2006

Wir gehen stets von einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P) aus. B1 sei die σ-Algebra
der Borelmengen von R. λ1 sei das Lebesgue-Borel-Maß auf (R,B1).

Aufgabe 1 (40 Punkte)

Sei X : Ω −→ R eine Zufallsvariable mit λ1-Dichte f : R −→ [0,∞),

f(x) =

{
ae−5x x > 0
0 x ≤ 0.

(a) Man bestimme a so, dass f eine Dichte ist, und bestimmen Sie die Verteilungsfunk-
tion F von X.

(b) Sei b > 0 und Y := min(X, b). Man bestimme die Verteilungsfunktion FY von Y
und E(Y ).

(c) Sei Y wie in (b) und µY das von FY erzeugte Maß auf (R,B1). Man beweise

µY = P(X ≥ b)δb + f · 1[0,b) · λ1. (0.1)

(δb sei das Dirac-Maß auf (R,B1)).

(d) Seien µ1, µ2 Maße auf (R,B1). Beweisen Sie:

(i) µ := µ1 + µ2 ist ein Maß.

(ii) Ist g : R −→ [0,∞) messbar (d.h. B1 − B1-messbar), dann gilt
∫

g dµ =
∫

g dµ1 +
∫

g dµ2. (Hinweis: man gehe auf die Konstruktion des Integrals

zurück).

(e) Für g : R −→ R, g(x) = ex bestimme man
∫

g dµY mit µY aus (0.1).

Aufgabe 2 (10 Punkte)

Gegeben seien zwei Zufallsvariablen Y und N . Dabei sei Y ∼ Exp(1)-verteilt und bei
gegebenem Y = y sei N ∼ Poi(y)-verteilt.

(a) Bestimmen Sie E(N)

(b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion von N . (Hinweis: Γ(x) =
∫ ∞

0

e−ttx−1 dt)



Aufgabe 3 (36 Punkte)

Ein Versicherungsbestand wurde über fünf Jahre beobachtet. Jeder aufgetretene Scha-
den wird je nach Schadenhöhe einem von vier Schadenintervallen A,B, C, D zugewiesen.
Folgende Schadenzahlen wurden erhoben:

Jahr
Schadenhöhe 1 2 3 4 5

A 12 10 15 6 10
B 15 19 8 11 8
C 15 12 12 11 13
D 10 10 17 12 9

Wir gehen davon aus, dass sich der Bestand in diesen fünf Jahren nicht verändert hat.

(a) Zunächst soll die Hypothese geprüft werden, ob Schadeneintrittszeitpunkt und
Schadenhöhe unabhängig voneinander sind. Für die Testgröße des χ2-Unabhän-
gigkeitstests ergibt sich der Wert 11, 82. Wird die Hypothese zum Niveau 10 %
verworfen? Begründen Sie Ihre Antwort.

(b) Vorbereitung

(i) Seien n1, . . . , nk unabhängige Realisierungen einer Poisson-verteilten Zufalls-
variablen. Bestimmen Sie den zugehörigen Maximum Likelihood Schätzer für
den Parameter der Poisson-Verteilung.

(ii) Ist dieser Schätzer erwartungstreu? Begründen Sie Ihre Antwort.

(c) In der Folge sei N die Anzahl aller Schäden, die pro Jahr im Bestand insgesamt
eintreten. Es wird angenommen, dass N ∼ Poi(λ) gilt. Man bestimme zu obigen
Daten den Maximum Likelihood Schätzwert λ̂ für λ.

(d) Es sei weiter wie in (c) N die Anzahl aller Schäden pro Jahr. In der Folge nehmen
wir an, dass N annähernd normalverteilt ist mit Erwartungswert µ und Varianz σ2.

(i) Testen Sie zum Niveau 5 % die Hypothese µ = 50.

(ii) Bestimmen Sie ein ein Konfidenzintervall für µ zum Niveau 95 %.



Lösungen

Aufgabe 1
(a)

1 =
∫

R
f(x) dx = a

∫ ∞

0

e−5x dx =
a

5
=⇒ a = 5

Für x ∈ R gilt

F (x) =
∫ x

−∞
f(t) dt.

Somit gilt F (x) = 0 für x ≤ 0 und für x > 0

F (x) = 5
∫ x

0

e−5t dt = 1− e−5x.

(b) Es gilt

y < b =⇒ {ω ∈ Ω|Y (ω) ≤ y} = {ω ∈ Ω|X(ω) ≤ y}
y ≥ b =⇒ {ω ∈ Ω|Y (ω) ≤ y} = Ω

und somit

FY (y) =

{
F (y) y < b

1 y ≥ b
=





0 y ≤ 0
1− e−5y 0 < y < b

1 y ≥ b

.

Somit folgt wegen Y ≥ 0

E(Y ) =
∫ ∞

0

(1− FY (y)) dy =
∫ b

0

e−5y dy =
1
5

(
1− e−5b

)
.

(c) Sei µ die rechte Seite von (0.1). Zeige zunächst, dass µY ((−∞, x]) = µ((−∞, x]) für
alle x ∈ R gilt. Nun ist P(X ≥ b) = e−5b,

δb((−∞, x]) =

{
1 b ≤ x

0 b > x,

(
f · 1[0,b)λ

1
)
((−∞, x]) =

∫ b

0

1(−∞,x]f(t) dt =





0 x ≤ 0
1− e−5x 0 ≤ x < b

1− e−5b x ≥ b.

Insgesamt also

x ≤ 0 =⇒ µ((−∞, x]) = e−5b · 0 + 0 = 0 = FY (x),
0 < x < b =⇒ µ((−∞, x]) = e−5b · 0 + 1− e−5x = 1− e−5x = FY (x),

x ≥ b =⇒ µ((−∞, x]) = e−5b · 1 + 1− e−5b = 1 = FY (x).



d.h. FY ((−∞, x]) = µ((−∞, x]). Laut Definition von µY gilt auch FY ((−∞, x]) = µY ((−∞, x])
also µY ((−∞, x]) = µ((−∞, x]) für alle x ∈ R. Die Behauptung folgt nun wegen µ(R) =
µY (R) = 1 aus

µY ((a, b]) = FY (b)− FY (a) = µY ((−∞, b])− µY ((−∞, a]) = µ((−∞, b])− µ((−∞, a])
= µ((−∞, b] \ (−∞, a]) = µ((a, b]).

Somit gilt (0.1) für alle halboffenen Intervalle (a, b]. Diese bilden einen ∩-stabilen Erzeuger
von B1 und es folgt (0.1) auf B1.
(d)

(i) µ ist ein Maß: µ(∅) = µ1(∅) + µ2(∅) = 0 + 0. Seien (An)n∈N paarweise disjunkte
Mengen An ∈ B1. Dann

µ

( ⋃

n∈N
An

)
= µ1

( ⋃

n∈N
An

)
+ µ2

( ⋃

n∈N
An

)
=

∞∑
n=1

µ1 (An) +
∞∑

n=1

µ2 (An)

=
∞∑

n=1

(µ1(An) + µ2(An)) =
∞∑

n=1

µ(An).

Das vorletzte Gleichheitszeichen folgt daraus, dass man bei Reihen mit nicht nega-
tiven Gliedern den Grenzwert durch Umordnen nicht verändert.

(ii) 1. Schritt: g eine Treppenfunktion, also g =
n∑

i=1

αi1Ai mit αi ∈ [0,∞), Ai ∈ B1,

i = 1, . . . , n. Dann
∫

g dµ =
n∑

i=1

αi

∫
1Aidµ =

n∑

i=1

αiµ(Ai) =
n∑

i=1

αiµ1(Ai) +
n∑

i=1

αiµ2(Ai)

=
∫

g dµ1 +
∫

g dµ2

2. Schritt: Sei nun (gn)n∈N eine Folge von Treppenfunktionen 0 ≤ gn ↑ g. Dann gilt
laut Konstruktion des Integrals

lim
n→∞

∫
gndµ =

∫
g dµ und lim

n→∞

∫
gndµi =

∫
g dµi, i = 1, 2.

Laut 1. Schritt gilt für die Treppenfunktionen

∀n ∈ N :
∫

gndµ =
∫

gndµ1 +
∫

gndµ2.

Geht man hier für n →∞ zur Grenze über, folgt die Behauptung.

(e) Für messbares g : R −→ R
∫

g dµY
(d)
= e−5b

∫
g dδb +

∫ b

0

5e−5xg(x) dx = e−5bg(b) +
∫ b

0

5e−5xg(x) dx.

Setzt man g(x) = ex ein, dann folgt
∫

exdµY (x) = e−4b +
5
4

(
1− e−4b

)
.



Aufgabe 2
(a) Da N ∼ Poi(y) bei gegebenem y folgt E(N |Y = y) = y also E(N |Y ) = Y .

E(N) = E(E(N |Y )) = E(Y ) = 1.

(b) Sei k ∈ N0. Laut Angabe besitzt Y die Dichte fY (y) = 1(0,∞)e
−1(y).

P(N = k) =
∫

R
P(N = k|Y = y)fY (y) dy =

∫ ∞

0

e−y yk

k!
e−y dy =

1
k!

∫ ∞

0

e−2yyk dy

=
1

2k+1k!

∫ ∞

0

e−ttk dt =
1

2k+1k!
Γ(k + 1) =

1
2k+1

.

Aufgabe 3
(a) Relevant ist bei k = 4, l = 5 das Quantil χ2

3·4,0.9 = 18, 549. Die Annahme der Unab-
hängigkeit wird nicht verworfen.
(b)

(i) Sei L : (0,∞) −→ R die Likelihoodfunktion

L(λ) =
k∏

j=1

e−λ λnj

nj !

Wir setzen l := lnL. Dann

l(λ) =
k∑

j=1

(−λ + nj ln(λ)− ln(nj !))

d

dλ
l(λ) =

k∑

j=1

(
−1 + nj

1
λ

)

d2

dλ2
l(λ) = −

k∑

j=1

nj
1
λ2

< 0.

Setzt man die erste Gleichung 0 erhält man ein Maximum von L,

λ̂ =
1
k

k∑

j=1

nj .

(ii) Dieser Schätzer ist erwartungstreu: Sind N1, . . . , Nk ∼ Poi(λ) unabhängig, λ > 0,
dann

E(
1
k

k∑

j=1

Nj) =
1
k

k∑

j=1

E(Nj)︸ ︷︷ ︸
=λ

= λ.

(c) Es gilt k = 5, n1 = 52, n2 = 51, n3 = 52, n4 = 40, n5 = 40. Eingetzt ergibt das

λ̂ = 47.

(d)



(i) Es wird der t-Test angewendet. Testgröße ist

t =
n− 50√

s2

√
5

wobei n der Mittelwert der nj und

s2 =
1

5− 1

5∑

i=1

(nj − 47)2 = 41

gilt. Eingesetzt ist t = −1, 047. Wegen t4,0,975 = 2, 776 wird die Hypothese λ = 50
nicht abgelehnt.

(ii) Das Konfidenzintervall wird gegeben durch
[
n − t4,0,975

√
s2

√
5

, n − t4,0,975

√
s2

√
5

]
=

[39, 05; 54, 95].


