DAV 29. JuLr1 2006

Wir gehen stets von einem Wahrscheinlichkeitsraum (£2, 4, P) aus. B! sei die o-Algebra
der Borelmengen von R. \! sei das Lebesgue-Borel-Maf auf (R, B').

Aufgabe 1 (40 Punkte)

Sei X : Q — R eine Zufallsvariable mit A\'-Dichte f : R — [0, 00),

o) = {ae” x>0

0 xr <0.

(a) Man bestimme a so, dass f eine Dichte ist, und bestimmen Sie die Verteilungsfunk-
tion F' von X.

(b) Sei b > 0 und Y := min(X,d). Man bestimme die Verteilungsfunktion Fy von Y
und E(Y).

(c) Sei Y wie in (b) und uy das von Fy erzeugte Maf auf (R, B'). Man beweise
py =P(X > 0)0, + f - Ljop - A" (0.1)

(6 sei das Dirac-MaR auf (R, B')).
(d) Seien pq, e Mafe auf (R, B'). Beweisen Sie:

(i) p:= p1 + pe ist ein Maf.
(ii) Ist g : R — [0,00) messbar (d.h. B! — B'-messbar), dann gilt /gdu =

/ gdu + / gdpo. (Hinweis: man gehe auf die Konstruktion des Integrals

zurtick).
(e) Fir g: R — R, g(z) = e® bestimme man | gdpy mit py aus (0.1).
Aufgabe 2 (10 Punkte)

Gegeben seien zwei Zufallsvariablen Y und N. Dabei sei Y ~ Exp(1)-verteilt und bei
gegebenem Y = y sei N ~ Poi(y)-verteilt.

(a) Bestimmen Sie E(N)

oo
(b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion von N. (Hinweis: T'(z) = / e 't dt)
0



Aufgabe 3 (36 Punkte)

Ein Versicherungsbestand wurde iiber fiinf Jahre beobachtet. Jeder aufgetretene Scha-
den wird je nach Schadenhohe einem von vier Schadenintervallen A, B, C, D zugewiesen.
Folgende Schadenzahlen wurden erhoben:

Jahr
Schadenhdhe | 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5
A 12 110 15| 6 | 10
B 15119 8 |11 | 8
C 15 (12 | 12| 11 | 13
D 1010 |17 (12| 9

Wir gehen davon aus, dass sich der Bestand in diesen fiinf Jahren nicht verdndert hat.

(a)

Zunéchst soll die Hypothese gepriift werden, ob Schadeneintrittszeitpunkt und
Schadenhdhe unabhingig voneinander sind. Fiir die Testgréfe des x2-Unabhin-
gigkeitstests ergibt sich der Wert 11,82. Wird die Hypothese zum Niveau 10 %
verworfen? Begriinden Sie Thre Antwort.

Vorbereitung

(i) Seien ng,...,n; unabhingige Realisierungen einer Poisson-verteilten Zufalls-
variablen. Bestimmen Sie den zugehorigen Maximum Likelihood Schétzer fiir
den Parameter der Poisson-Verteilung.

(ii) Ist dieser Schétzer erwartungstreu? Begriinden Sie Ihre Antwort.

In der Folge sei N die Anzahl aller Schiaden, die pro Jahr im Bestand insgesamt
eintreten. Es wird angenommen, dass N ~ Poi(\) gilt. Man bestimme zu obigen
Daten den Maximum Likelihood Schétzwert A fiir A.

Es sei weiter wie in (¢) N die Anzahl aller Schiden pro Jahr. In der Folge nehmen

wir an, dass N anniihernd normalverteilt ist mit Erwartungswert p und Varianz o2.

(i) Testen Sie zum Niveau 5 % die Hypothese p = 50.

(ii) Bestimmen Sie ein ein Konfidenzintervall fiir g zum Niveau 95 %.



Loésungen

Aufgabe 1
(a)

1:/f(x)d$:a/ ey = 2 =5 q =
R 0 5

Fir z € R gilt
Flz) = / () dt.
—0o0
Somit gilt F(x) =0 fiir x < 0 und fiir > 0

F(z) = 5/ e Ptdt =1—e 57,
0

(b) Es gilt
y<b ={weQY(w)<y}={weQX(w) <y}
y>b = {weQY(w)<y}=0Q
und somit
y<0
F <b
FY(Z/)—{ W) v<b_ l—e ™ 0<y<b.
1 y>b
1 y>b

Somit folgt wegen Y > 0

oo b
B)= [ 0= dy= [ eTay =g -,

(c) Sei p die rechte Seite von (0.1). Zeige zunéchst, dass puy ((—oo,z]) = p((—o0,x]) fiir
alle 7 € R gilt. Nun ist P(X > b) = =%,

1 b<z
0 b>ux,

Gp((—00, 2]) = {

b 0 <0
(f . 1[O,b))‘1) ((—o0,z]) = / 1(_oo7x]f(t) dt=<¢1—e"% 0<2x<b
0 1—e 5 >0

Insgesamt also

<0 — u((—o00,2]) =e -0+ 0=0= Fy(x),
0<z<b — p((—o0,z]) =e P 0+1—e P =1-e = Fy(x),
x>b — u((—o00,z]) = e 1+1—-e =1=Fy(2).



d.h. Fy ((—o0, z]) = p((—o00, z]). Laut Definition von py gilt auch Fy ((—oo, z]) = py ((—o0, z])
also py ((—oo, a:]) u((—o0, x]) fiir alle z € R. Die Behauptung folgt nun wegen ,u(]R) =
py (R) =1 aus

py ((a,0]) = Fy(b) = Fy(a) = py ((—00,b]) — py (=00, a]) = p((—00,b]) — u((—00,al)

= p(=00,0]\ (=00, a]) = p((a,b]).

Somit gilt (0.1) fiir alle halboffenen Intervalle (a, b]. Diese bilden einen N-stabilen Erzeuger
von B! und es folgt (0.1) auf B!.

(d)
(i) p ist ein Mak: p(@) = p1(2) + p2(2) = 0+ 0. Seien (A, )nen paarweise disjunkte
Mengen A,, € B'. Dann

7 (U An> = m (U An> + pi2 (U An> = Zm (An)+> p2(A
neN neN neN = n=1

= 3 (n(A) + pa4 Z

n=1

Das vorletzte Gleichheitszeichen folgt daraus, dass man bei Reihen mit nicht nega-
tiven Gliedern den Grenzwert durch Umordnen nicht verdndert.

n
(ii) 1. Schritt: g eine Treppenfunktion, also g = > a;14, mit a; € [0,00), A; € B,

i=1
i1 =1,...,n. Dann

/gdu = Zaz/IAdu Zazu Zaiul Ai) + > aipa(A
=1

/gdu1+/gdu2

2. Schritt: Sei nun (g, )nen eine Folge von Treppenfunktionen 0 < g,, 7 g. Dann gilt
laut Konstruktion des Integrals

lim [ ghdu = /gdu und lim /gndui :/gdm,i: 1,2.

n—oo

Laut 1. Schritt gilt fiir die Treppenfunktionen

VneN: /gndu= /gndm +/gndu2.

Geht man hier fiir n — oo zur Grenze iiber, folgt die Behauptung.

(e) Fiir messbares g : R — R

b b
/gduy @ e_5b/gd5b +/ 5e % g(x) dr = e g(b) + / 5¢ 5 g(z) da.
0 0

Setzt man g(x) = e® ein, dann folgt

/e”duy(x) =e 4+ (1-e).

NSy



Aufgabe 2
(a) Da N ~ Poi(y) bei gegebenem y folgt E(N|Y =y) =y also E(N|Y) =Y.

E(N) = E(E(N|Y)) = E(Y) = 1.

(b) Sei k € Ny. Laut Angabe besitzt Y die Dichte fy (y) = 1,00 (¥)-

S k 1 [e’e)
POV = [P =Ky =iy = [ erbevay= o [T eyt
R 0 k! k! 0
1 Tk 1 1
= g ), 0 gt = g
Aufgabe 3

(a) Relevant ist bei k = 4,1 = 5 das Quantil x3, 9 = 18,549. Die Annahme der Unab-
héngigkeit wird nicht verworfen.

(b)
(i) Sei L: (0,00) — R die Likelihoodfunktion

k
1) = > (=A+n;mn()) —In(n,!))

Jj=1
k
d 1
el — -1 L
e Z( +"%\>
j=1
d? Z’“ 1

Setzt man die erste Gleichung 0 erhalt man ein Maximum von L,

k
E ’flj.
j=1

A=

| =

(ii) Dieser Schétzer ist erwartungstreu: Sind Ni,..., Ny ~ Poi(\) unabhéngig, A > 0,
dann

k
E( N;) = %ZE(N]') =\

j=1 j=1

T =

=A

(c) Es gilt k =5, ny = 52, no = 51, ng = 52, ny = 40, ns = 40. Eingetzt ergibt das
A =47.

(d)



(i) Es wird der ¢-Test angewendet. Testgrofe ist

7 — 50
t= NG
‘/82

wobei v der Mittelwert der n; und

(n; —47)% = 41

w

N

Il
ot
| |~
—_
-

gilt. Eingesetzt ist ¢ = —1,047. Wegen t4,0,975 = 2, 776 wird die Hypothese A = 50
nicht abgelehnt.

Vs2 ; V52
LT — ta0075——
5 4,0,975 NG

(ii) Das Konfidenzintervall wird gegeben durch [n — 14,0,975

39, 05; 54, 95].



