Eingangspriifung Stochastik, 14.10.2016
Wir gehen stets von einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) aus.

Aufgabe 1 (18 Punkte)
Sei B € Amit P(B)>0.Sei Q: A— R,

Q) = To 0

(a) Fir Ae Aseily:Q— {0,1} mit

1A(w){1 weA

0 sonst
die Indikatorfunktion von A. Zeigen Sie fiir alle A, B € A:
(i) 1a-1p=1lanp
(ii) /QlB -14dP =P(ANB)

(b) Sei X > 0 eine Zufallsvariable. Beweisen Sie

P(B)/QXdQ:/ngXdP.

Aufgabe 2 (18 Punkte) Sei a > 0. Seien X;,X5 : Q@ — [0,00) Zufalls-
variablen mit stetiger Verteilungsfunktion F, Fy, die F;(0) = F»(0) = 0 und
Fi(a) = 1 erfiillen. Betrachte nun eine Zufallsvariable X : @ — [0,00) mit
Verteilungsfunktion F', wobei

F falls x <
Fla) = vFy () alls x < a
v+ (1 —v)Fy(x —a) sonst

mit v € (0,1) ist.
(a) Beweisen Sie E(X) =vE(X1) + (1 —v)(a+ E(X3)).
oo
Hinweis: Sie kénnen E(X) = 1 — F(x)dx ohne Beweis verwenden.
0

(b) Zeigen Sie, dass P(X —a < z|X > a) = Fy(x) fir alle > 0 gilt.

(c¢) Bestimmen Sie P(X < z|X < a) fir z € (0,a).



Aufgabe 3 (14 Punkte) Gegeben seien zwei Zufallsvariablen Y und N. Dabei
sei Y ~ T'(a,8) und die bedingte Verteilung von N gegeben Y = y sei eine
Poisson-Verteilung Poi(y).

(a) Bestimmen Sie E(N) und Var(NV).

(b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit P(N = 0).

7 r
Hinweis: /t’”_le_“t dt = ﬂ
a[L‘
0

Aufgabe 4 (18 Punkte)
Die Dichte f: R — [0,00) einer Zufallsvariablen X sei gegeben durch

1 €T

1(@) = 551000 (@)

mit ¥ > 0.
(a) Begriinden Sie E(X) = 9.
(b) Bestimmen Sie einen Maximum-Likelihood Schéitzer 9 fiir o).

(c) Seien im Folgenden Xj,..., X, unabhingige, identisch wie X verteilte
Zufallsvariablen.

. n
(i) Betrachten Sie in der Folge den Schitzer J; = 1 3~ X;. Ist dieser
i=1

Schétzer erwartungstreu?

(ii) Bestimmen Sie die Verteilung von 9, aus (i).

Aufgabe 5 (22 Punkte)

In der folgenden Tabelle sind die Handspanne (gemessen von Spitze des Dau-
mens bis zur Spitze des kleinen Fingers) und die Koérpergrofe in cm von zufillig
ausgewahlten Personen aufgezeichnet.

Nr. | Handspanne | Korpergrofse || Nr. | Handspanne | Korpergrofse
1 22,0 187,96 7 18,0 175,00

2 16,7 157,48 8 19,2 176,50

3 17,5 150,00 9 16,0 159,00

4 22,5 177,00 10 | 18,5 167,00

5 21,0 177,00 11 | 23,2 180,00

6 19.1 177,00

Eine graphische Darstellung finden Sie in Abbildung 1.
Bezeichnet man mit x; die Handspanne und y; Korpergrofe, so wird fiir die
Zufallsvariable Y; das Modell

Yi=a+bx;+e,i=1,...,11

untersucht. Die ¢; seien unabhiingig und N (0, 0?)-verteilt.
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Abbildung 1: Beobachtete Handspannen, Korpergréffen und Ausgleichsgerade.
Beobachtungen sind mit Punkten e eingetragen, senkrechte bzw. waagerechte
Linien sind in Intervallen von 0,5 bzw. 2 eingezeichnet.



(a) Bestimmen Sie einen approximativen Schitzwert b von b aus Abbildung
1.

(b) Untersuchen Sie die Hypothese, dass b = 0 gilt und geben Sie eine Inter-
pretation Thres Ergebnisses. Die Aussage soll zu einem Niveau von o = 10
% erfolgen. Sie konnen verwenden:

= 19,4
11

> (2 -7 = 58,7

=1

11

> i — i)’ = 491,2 (mit §; = a + ba;)

i=1

(c) Bestimmen Sie mit Hilfe der Abbildung einen Schétzwert fiir den Erwar-
tungswert der Korpergrofe bei einer Handspanne von 20 cm und ein 95 %
Schatzintervall fiir diesen Erwartungswert.

(d) Eine Statistik-Software gibt das 95 % Prognose-Intervall [155,9;190,9] aus.
Vergleichen Sie dies mit dem Ergebnis aus (c¢) und kommentieren Sie Thre
Feststellung.



Losungsvorschlage

Aufgabe 1 [(a) 4+2 Punkte, (b) 12]
Loésung

Zu (a)

(i) Es gilt

law) 1p(w)=1<=1y(w)=1und lIg(w)=l<—=we Aundw € B
< weANB <= lgnp(w) =1.

(ii) Mit (i) gilt gemaR der Definition des Integrals
/IB-lAdP = /1BﬁAdP:P(AmB).
Q Q
Zu (b)

Sei X =30 a;la,, a; >0, A; € A, i=1,...,n eine Treppenfunktion.
Dann gilt laut Konstruktion des Integrals

= ", P(A;NB)
Xd@Q = i Ai = e — Is
/Q Q ;a QA)) ;a P(B) also

P(B) /Q XdQ = Zn: a;P(A; N B).

Andererseits gilt wegen (a)(ii)

/1BXdP - /1BZa¢1AidP:Zai/ 1p14,dP 2> a,P(4,N B)
Q Q= i=1 Q i=1

und somit die Behauptung fiir Treppenfunktionen.

Sei nun X > 0. Es gibt eine Folge (X,,)nen von Treppenfunktionen mit X,, > 0
und X,, " X.

Da X,, eine Treppenfunktion ist, gilt wie oben gezeigt

P(B)/QXndQ:/QlBXndP.

Aus X, " X folgt X,15  X1p und mit dem Satz von der monotonen
Konvergenz folgt fiir die beiden Seiten

/ X dQ,

Q

/1BXdP
Q

lim | X, dQ
Q

n—oo

lim [ 15X, dP
Q

n— oo

und somit insgesamt:

P(B)/QXdQ:/ngXdP.



Aufgabe 2 [(a) 8, (b) 5, (c) 5]
Zu (a)
Es gilt mit dem Hinweis

(oo}

E(X):/Oal—F(x)dx—i—/a | = Fa)da
:/Oal—vFl(x)dx—i—/aool—(v—l—(l—v)Fg(x—a))dx

:/a(l—U)JrvaFl(x)dqu/oolfvf(171))F2(x7a)dx
0 a

a(lv)Jrv/OalFl(x)der(lv)/ 1—Fy(r—a)de

=a(l —v) +vE(X1)+ (1 —v) /000 1— Fy(y)dy
=a(l—v)+vE(X1)+ (1 —v)E(X2).
In der vorletzten Zeile wird fiir den zweiten Summanden verwendet, dass
Fi(a)=1=Vr>a: Fi(z)=1

B(X)) :/Oocl—Fl(:c)dx:/Oal—Fl(x)dx

gilt und beim dritten Summanden wird die Substitution y = x — a verwendet.
Zu (b)
Sei z > 0.

PX—-a<zX P(X < X
P(X —a<z|X >a)= ( ) >a): (X<z+4+a,X >a)

P(X >a) 1-P(X <a)
_Pla<X<x+4+a) PX<atz)—-P(X<a)
N 1-wv B 1—-w
:v+(1—v)F2(x+afa)fv _ (1 —v)Fy(x) _ Ry)
1—vw 1—vw '
Zu (c)
Sei z € (0,a).

P(X <z|X <a)= — = 7 = - =
= F1 (Jf)
Aufgabe 3 [(a) 6, (b) §]
Zu (a)
Nach Voraussetzung gilt

E(N|Y) =Y, Var(N|Y) = Y.



Mit dem iterierten Erwartungswert gilt
E(N)=E(E(N[Y))=E(Y) =2

Var(N) = Var(E(N|Y)) + E(Var(N|Y)) = Var(Y) + E(Y) = % + %

Zu (b)
Sei fy(y) = I‘ﬂ(a) y*~le=PY y > 0 die Dichte von Y nach Formelsammlung. Es
gilt
PV =0)= [PV =0y =)yt dy = | Fﬂ(a)yﬁ dy
e /°° ~1,=(B+L)y g T(a) g
= a-lg dy = - .
@) Jo * TT@ s A

Aufgabe 4[(a) 3 (b) 9 (c) 3 + 3]

Zu (a)

. 1 _ 1\
Es gilt X ~ Exp 3 und somit E(X) = 3 =1.
Zu (b)

i 1 e g
Seien X1,...,X, ad Exp (19) Es ergibt sich fiir (x1,...,2,) € (0,00)"

L) = H % eXp(—ﬂ) (Likelihood)

’19 i=1 ni:l

N n 2 & n 2n n
) == — = T; = — = <0

) T f; 2 72 T2

L1
Somit ist ¥ = — E X; ML-Schétzer.
n

i=1
Zu (c) (i)
Wegen



ist U1 wegen (a) erwartungstreu.

(ii) Wegen X; ~ Exp (é) =r <1, 119) gilt ;Xi ~T (n, 119> und i;XZ ~
n

Aufgabe 5 [(a) 6, (b) 6, (c) 6, (d) 4]

Zu (a)

Aus der Graphik werden die Punkte (17,5/164) und (21/177) auf der Ausgleichs-
geraden abgelesen. Die Steigung der Ausgleichsgeraden ist damit

177 — 164

b = = = 1
b=oioars 3T
Zu (b)
A2 1
6% = §-491,2=54,57
A 54,57
se(b) = 58’ - = 0,964
b 3,71
T = = 2" _38s.
se(b) 0,964

Hjy wird abgelehnt, denn |T'| > tg.0,95 = 1,833. Somit wird die Hypothese, dass
die Korpergrofse nicht von der Handspanne abhéngt, verworfen.

Zu (c)

Man liest auf der Ausgleichsgeraden bei der Handspanne von 20 cm den Wert
von ca. 173,5 ab.

Mit tg.0,975 = 2,262,

? 1 —)? 1 (20 —19,4)2
se(a+bx)=0 +T7M:7734\/H+(5877):273
n _
> (zi —T)? ’
i=1

ergibt sich (gerundet) [168,3;178,7].

Zu (d)

Das Intervall in (d) ist deutlich breiter als in (c). Dort ist es ein Schétzintervall
fiir den Erwartungswert. Das Prognoseintervall bezieht sich auf die Realisierun-
gen der Zufallsvariablen mit x = 20, deren Schwankung deutlich héher ist.



