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Hinweise:

e Als Hilfsmittel sind ein Taschenrechner, eine mathematische Formelsammlung
sowie entsprechende Literatur zugelassen.

e Die Gesamtpunktzahl betragt 90 Punkte. Die Klausur ist bestanden, wenn min-
destens 45 Punkte erreicht werden.

e Bitte prufen Sie die Ihnen vorliegende Prufungsklausur auf Vollstandigkeit. Die
Klausur besteht aus 5 Aufgaben auf 6 Seiten.

e Alle Antworten sind zu begrinden und bei Rechenaufgaben muss der Loésungs-
weg ersichtlich sein.
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Aufgabe 1. [20 Punkte] Untersuchen Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder
falsch sind. Begrunden Sie Ihre Entscheidung mit einer hinreichenden Herleitung
oder mit einem geeigneten Gegenbeispiel.

(a) [4 Punkte] Die folgende komplexe Matrix ist unitar:
A= 1 1-i -=3i
T J/IT\ 3 —-1+4i)°
(b) [5 Punkte] Jede invertierbare reelle 3x3—Matrix ist auch diagonalisierbar.

(c) [5 Punkte] Falls far eine invertierbare reelle nxn—Matrix A ein me N\ {1} mit
A™M = A existiert, folgt detA e {£1}.

(d) [6 Punkte] Falls flr eine komplexe nxn—Matrix N ein m € N mit N™ = 0 existiert,
folgt det(N —AE,) #0 faralleAeC\ {0}.

Losung:

(a) Die Aussage ist wahr:
Nachrechnen ergibt, dass die Matrix

y 1 (14 3
Y O T

die Inverse zu A ist. Also ist A unitar.

(b) Die Aussage ist falsch:
Die Matrix
1 10
010
0 01

liegt in Jordanscher Normalform vor, ist invertierbar (Determinate = 1 # 0),
aber nicht diagonalisierbar, da sie andernfalls als bis auf die Reihenfolge der
Jordankastchen eindeutige Jordansche Normalform bereits Diagonalform ha-
ben musste.

(c) Die Aussage ist wahr:
Aufgrund des Multiplikationssatzes fur Determinanten gilt

detA =det (A™) = (detA)™,
so dass mit detA # 0 (wegen der Invertierbarkeit von A) zunachst folgt
(detA)" 1t =1
und daraus schlie8lich mit detA € R gerade

detAe {£1}.
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(d) Die Aussage ist wahr:
Angenommen es existiert ein A e C\ {0} mit det(N — AE,) = 0, dann muss es
auch einen Vektor v e C"\ {0} geben mit

(N—=AEp)v=0.

Also folgt
Nv =Av und insbesondere 0 =N"v =)\"vy

und damit wegen A # 0 gerade v = 0. Widerspruch!

Aufgabe 2. [16 Punkte] Gegeben ist das folgende lineare Gleichungssystem mit
einem Parameter a e R:

X + 2y + az = 3
3x + (a+5)y + z = 7.
2x + 4y + az = 5

(a) [8 Punkte] Untersuchen Sie in Abhangigkeit von dem Parameter a, ob das Glei-
chungssystem keine, genau eine oder unendlich viele Lésungen hat.

(b) [8 Punkte] Bestimmen Sie fuir a = 1 die allgemeine Lésung des Gleichungssys-
tems.

Losung:

(a) Umformung der erweiterten Koeffizientmatrix mit elementaren Zeilenumfor-
mungen auf Zeilenstufenform liefert zunachst

1 2 a: 3
0 a-1 —-3a+1 : -2.
0 0 -a : -1
Nun lasst sich direkt ablesen:
a=0:
unlésbar (s. 3.Zeile)
a=1:
unendlich viele Lésungen (s. 2./3. Zeile, Determinante Koeffizientenmatrix = 0)
aeR\{0,1}:

eindeutig losbar (Determinante Koeffizientenmatrix # 0)

(b) Da fur a = 1 die dritte Zeile der Zeilenstufenform aus (a) ein Vielfaches der
zweiten ist, kann sie weggelassen werden, und man erhalt durch weitere ele-
mentare Zeilenumformungen die normierte Zeilenstufenform
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Daraus ergibt sich durch Ablesen die allgmeine Ldsung

2 -2
xeR3 | x=[0|+A]| 1 |reR
1 0

Aufgabe 3. [17 Punkte] Gegeben ist eine durch

2
ay € [0, ), an+1=1+7”, neN

rekursiv definierte Zahlenfolge.

(a) [4 Punkte] Beweisen Sie, dass die Folge (an),y fur alle Anfangswerte
a; € [0, co) monoton wachsend ist.

(b) [4 Punkte] Zeigen Sie: Ist die Folge (an),cy konvergent, so gilt r!ero\oan =2.

(c) [3 Punkte] Untersuchen Sie die Folge (an),p fur alle Anfangswerte a; > 2 auf
Konvergenz.

(d) [6 Punkte] Untersuchen Sie die Folge (an),y fur alle Anfangswerte a; € [0, 2]
auf Konvergenz.

Losung:

a? a 2
(a) FiralleneNgqiltapy1—ap=1-ap+ Z” = (?n - 1) > 0. Folglich ist die Folge
monoton wachsend.

2
(b) Falls d = ,J'Lngoan existiert, so gilt AL@oan+1 = d und r!i_)ngol + % =1+ de. Der

Grenzwert erflllt also die Gleichungd=1+ %2, d.h. (d = 2)? = 0. Somit ist nur
der Grenzwert d = 2 maoglich.

(c) Aus a; > 2 folgt aus der Monotonie die Ungleichung a, = a; > 2. Folglich kann
die Folge (an), in diesem Fall nicht konvergieren.

(d) Ist a; € [0, 2], so gilt a, € [0, 2] fur alle n € N. Dies lasst sich mittels vollstan-
diger Induktion nachweisen:

Nach Voraussetzung ist a; € [0, 2]. Ist a, € [0, 2] fur ein n € N, so folgt
2

O<ani=1l+P<1+% =2

Somit ist die Folge (an),ey in diesem Fall beschrankt. Zusammen mit der
schon nachgewiesenen Monotonie folgt, dass die Folge fur alle Anfangswerte
a; € [0, 2] gegen d = 2 konvergiert.
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Aufgabe 4. [22 Punkte]

(a) [10 Punkte] Berechnen Sie den Grenzwert

) XX —x
im—m—-—
x=11-x+Inx

(b) [12 Punkte] Zeigen Sie flr alle y > x > 0 die folgende Ungleichung:
yiny=xInx<(y—=x)(1+1Iny)

Hinweis: Benutzen Sie den Mittelwertsatz der Differenzialrechnung.

Losung:

(a) Fur die Funktion g : (0, ) — (0, o), g(x) = x* = eX!nX gilt fur alle x > 0
g’(x)=eXI"X.(1+Inx) =x*(1 +Inx).
Nach den Regeln von I'Hospital folgt:

_ xX* =X o X*(1+Inx) -1

lim —= =

x»11-x+Inx x-1 1+

XX(L+Inx)24+x*-= 141
x—1 _xiz o1
(b) Mitf: (0, ©)—>R, f(t)=tIntgiltfirallet>0
f'(t)=1+Int.
Damit folgt firy >x >0
fy)-f(x) ylny—-xiInx
= =f'(&)

y—X y—X

mit einem geeigneten & € (x, y). Da die Funktion f/ monoton wachst, gilt
f'(8) <f'(y) und damit wegen y > x > 0

ylny =xInx=f"(E)(y = x) < (y =x)(1 +Iny).

Aufgabe 5. [15 Punkte] Die Funktion f sei zweimal stetig differenzierbar und es
gelte

J (fFO) +f"(x)) sinxdx =2
0

sowie f(m) = 0. Bestimmen Sie den Wert f(0).

T
Hinweis: Betrachten Sie zunachst das Integral ff”(x)sinxdx separat.
0
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Losung: Zweimalige partielle Integration ergibt:

—_——

jf”(x) -sinxdx = f'(x) - sinx’Z - Jf’(x) -cosxdx =
0 =0 0

—f(x)- cosx‘z - Jf(x) -sinxdx =f(0) — ff(x) -sinx dx.
0 0

Daraus folgt

f(0)= J (F) +f"(x)) sinxdx = 2.
0
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